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ПРЕДИСЛОВИЕ 


Комбинаторика изучает способы подсчета числа элементов в 
различных множествах. К этому подсчету сводятся многие прак- 
тические и теоретические задачи. Комбинаторные методы приме- 
няются в теории вероятностей, статистике, экономике, физике, 
химии, биологии и других науках. В книге описываются простей- 
шие понятия комбинаторики и решаются некоторые связанные с 
ними классические задачи. Главной целью книги является изло- 
жение элементарной теории вероятностей. | 

Теорию вероятностей можно описательно определить как 
математическую теорию случайных явлений. С влиянием случая 
приходится сталкиваться при изучении самых различных явлений. 
Часто это влияние настолько существенно, что им нельзя прене- 
бречь. Поэтому теория вероятностей используется почти во всех 
достаточно развитых областях науки, техники и производства. 
В книге излагается математическая часть элементарной теории 
вероятностей и дается представление о ее приложениях. 


Математический язык позволяет избежать путаницы и оши- 


бок при постановке и решении задач. Кроме того, он Дает воз- 
можность формулировать определения и теоремы так, что они по- 
чти без изменений переносятся в общую теорию. Все это вполне 
компенсирует усилия, которые приходится затратить на изучение 
используемого математического языка. 

Некоторое представление о приложениях теории вероятностей 
дают многочисленные подробно разобранные примеры и задачи. 
Примеры иллюстративного характера помещены в тех же гла- 
вах, в которых рассматриваются соответствующие математические 
модели. Сравнительно более сложным и интересным задачам 
посвящена отдельная часть книги, в которой есть задачи, связан- 
ные с современными приложениями теории вероятностей к тех- 
нике, экономике, биологии, медицине и психологии. 


| 
| 
| 
| 


Книга «Комбинаторика и вероятность» состоит из двух разде- 
лов. Раздел «Комбинаторика» содержит две части. Первая посвя- 
щена элементам теории множеств и элементам комбинаторики. 
Вторая — задачам. Раздел «Вероятность» состоит из трех частей. 
Первая посвящена конечным вероятностным моделям. Вторая — 
случайным переменным. Третья — задачам. Если интересоваться 
исключительно приложениями, то можно читать только последние 
части каждого из разделов. В этих частях повторяются определе- 
ния основных понятий и связанные с ними факты. Сравнительно 
‘сложные места книги отмечены звездочками. При первом чтении 
эти места рекомендуется пропустить. 


Раздел | 


КОМБИНАГОРИКА 


Сколько элементов в данном множестве? 

К этому вопросу сводится большое количество самых раз- 
ных задач: | 

Сколько слагаемых в сумме, представляющей степень бино- 
ма? 

Сколькими способами можно выбрать определенное коли- 
чество из имеющихся предметов? 

Сколькими способами могут распределиться частицы по об- 
ластям пространства? 

Сколько наборов может образоваться из данного двойного 
набора хромосом? 

Комбинаторика изучает способы подсчета числа элементов 
в множестве. Она формулирует правила подсчета для некото- 
рых простых множеств. Удачное использование этих правил 
позволяет подсчитывать число элементов в более сложных мно- 
жествах. 

Появление мощных вычислительных машин резко увеличило 
возможности комбинаторики и расширило ее приложения. 
Комбинаторные методы применяются сейчас в теории вероят- 
ностей, статистике, экономике, теории игр, физике, химии, био- 
логии и многих других областях науки, техники и производ- 
ства. 


> В А АТ Ь"ь 


Часть 1 


ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ МНОЖЕСТВ И КОМБИНАТОРИКИ 


В этой части сначала кратко описывается язык теории множеств. Он очень 
удобен и широко используется в математике. Его точность окупает усилия, затра- 
чиваемые на овладение им. . 
| Затем излагаются некоторые простые правила подсчета числа элементов раз- 
личных конечных множеств. С помощью этих правил решаются классические зада- 
чи о числе перестановок, сочетаний и размещений. 


Глава 1 


ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ МНОЖЕСТВ 


При первом чтении рекомендуется ограничиться параграфами 


1—З и 7 этой главы. 


$ 1. МНОЖЕСТВА 


Представление о понятии много, множество вырабатывается 
у каждого человека с раннего детства. Он постоянно сталкивается 
с различными множествами людей, животных или вещей: родст- 
венников, Домашних животных, игрушек. В комбинаторике и 
теории вероятностей, как почти во всех разделах математики, 
используется так называемая наивная теория множеств, В этой 
теории понятие множества формально не определяется. Считает- 
ся, что множество обладает всеми свойствами, которые ему припи- 
сываются. Уверенность в этом основывается на успешном приме- 
нении математических методов в практической и теоретической 
деятельности. 


1.1. Терминология 


Каждое множество А определяется принадлежащими ему 
элементами а, Ь, с, .. и: также, что множество А образо- 
вано элементами а, 6, с,... или составлено из элементов а, 6, 
ааа 


—1 


Пример 1. Множество [Г букв латинского алфавита определя- 
ется своими элементами а, 6, с, а, е, | в, ЙЕ, 1 т, п, 0, р, (0, 
г, $, Ь и, 9, ®, Хх, У, 2. Вместо «Ё является множеством букв ла- 
тинского алфавита» пишут также 


Ба, бое ооо рев о. 
И 


Пример 2. Множество Р цифр определяется своими элементами 
0, 1, 2, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Вместо «Ё является множеством цифр» 
пишут также 


Е = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}. 


Пример 3. Множество В исходов эксперимента, заключающего- 
ся в подбрасывании монеты один раз, определяется своими эле- 
ментами О (монета падает цифрой вверх) и 1! (монета падает 
гербом вверх). Вместо «множество В образовано элементами 
0, 1» пишут также 


В= {0, 1}. 


Пример 4. Множество ПО исходов эксперимента, заключающе- 
гося в подбрасывании игральной кости один раз, определяется 
своими элементами 1, 2, 3, 4, 5, 6, выражающими выпавшее число 
очков. Вместо «множество И образовано элементами 1, 2, 3, 4,5, 
6» пишут также 


И == {1, 2, 3, 4, 5, 6}. 
Пример 5. Множество решений квадратного уравнения 
ах ох--с=0. 


Часто рассматривается пустое. множество О, не имеющее 
элементов. Например, множество вещественных чисел, являющих- 
ся решениями квадратного уравнения 


х2--1==0, 
— пустое множество. Чаще всего элементы обозначаются малыми, 
а множества — большими латинскими буквами. 


Тот факт, что элемент а принадлежит множеству А, выража- 
ется символом 


аеА, 


отрицание этого факта — символом 
абеА. 
В частности, для примера 1 выражение аеГ, означает, что 


буква а принадлежит латинскому алфавиту, а выражение 29 [,— 
что цифра 2 не принадлежит латинскому алфавиту. 
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Каждое множество, которому принадлежит ровно один эле- 
мент, называется элементарным. Например, множества (а}, {0}, 
{1} являются элементарными. Множество решений квадратного 
уравнения. х2—2х--1=0 также является элементарным множе- 
ством. 


2.1. Равенство множеств 


Естественно считать равными множества, образованные од- 
ними и теми же элементами. | 

Определение равенства. Множества А и В равны, если каж- 

дый элемент множества А принадлежит множеству В и каж- 

дый элемент множества В принадлежит множеству А. 

Например, множества А== {1, 2, 3, 4, 5, 6} и В== {6, 5, 4, 3, 
2, 1} равны. Множество С решений квадратного уравнения 


х2— х=0 


и множество чисел О={0, 1} тоже равны. Равенство множеств А 
и В записывается символом 


отрицание равенства множеств А и В — символом 
А=В. 


Отношение равенства для множеств, как и отношение равен- 
ства для чисел, обладает свойствами рефлексивности, симметрич- 
ности и транзитивности. Это значит, что для каждых множеств 
А, В, С верны следующие предложения: 

1) А=А (рефлексивность); 

2) если А=В, то В=А (симметричность); 

3) если А=В и В=С, то А=С (транзитивность). 


$ 2. ОБЪЕДИНЕНИЕ И ПЕРЕСЕЧЕНИЕ МНОЖЕСТВ 


Содержание понятий объединения и пересечения множеств 
ясно из названий этих операций. Объединением родителей и детей 
является семья. Пересечение русских и москвичей составляют 
русские, живущие в Москве. 


1.2. Объединение множеств 


Для каждых множеств А, В существует множество АЦВ, 
образованное всеми элементами, которые принадлежат хотя бы 
одному из множеств А или В. 

Пример 1. Объединением множества А== {0, 2, 4, 6, 8} четных 
цифр и множества В= {1, 3, 6, 7, 9} нечетных цифр являстся 
множество (В == { 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} всех цифр. 


Пример 2. Если А == {1, 2, 3} и В== {2, 3,4}, то АЦВ== {1,2, 3,4}. 

Пример 3. Объединением множеств А= {1} и В== {0, 1} реше- 
ний квадратных уравнений х2—2х-1=0 и х?—х=0 является 
множество АОВ = {0, 1} решений уравнения (х?-—х) (х?—2х-- 
1) =0. 

Определение объединения. Объединением множеств А, В на- 

зывается множество АЦВ, образованное всеми элементами, 
которые принадлежат хотя бы одному 
из множеств А или В. 

Определение объединения поясняет- 
ся рис. 1. На этом рисунке левый круг 
с горизонтальной штриховкой изображает 
множество А, правый с вертикальной 
штриховкой — множество В, а вся за- 
штрихованная фигура — объединение 
А И В множеств А, В. 


2.2. Пересечение множеств 


Для каждых множеств А, В существует множество АПВ, 
образованное всеми элементами, которые принадлежат каждому 
из множеств А и В. 

Пример 1. Пересечением множества А == {0, 2, 4, 6, 8} четных 
цифр и множества В= {1, 3, 65, 7, 9} нечетных цифр является 
пустое множество АПВ = 0. 

Пример 2. Если А== {1, 2, 3} и В== {2, 3, 4}, то АПВ = {2,3} 

Пример 3. Пересечением множеств А= {1} и В== {0, 1} реше- 
ний квадратных уравнений х?—2х-1=0 и х?—х=0 является 
множество АПВ ={1} решений системы квадратных уравнений 
х2— 2х1 ==0, х2— х=0. 

Определение пересечения. /Гересечением множеств А, В назы- 

вается множество АП В, образованное всеми элементами, 

которые принадлежат каждому из множеств А и В. 

Пересечение АГ] В множеств А и В обозначается также сим- 
волом А.В. Определение пересечения поясняется рис. 1: пересече- 
ние АПВ изображается дважды заштрихованной общей частью 
кругов А и В. Вместо пересечение говорят иногда общая часть. 

Если пересечением множеств А и В является пустое множе- 
ство О, то говорят, что множества А и В не пересекаются. В этом 
случае объединение АВ множеств А и В называют также 
суммой и обозначают символом А-В. 


$ 3. ЧАСТИ И ДОПОЛНЕНИЯ МНОЖЕСТВ 


Содержание понятий части и дополнения множества ясно из 
названий этих операций. Например, совершеннолетние являются 
частью населения Советского Союза, а несовершеннолетние сос- 
тавляют дополнение этой части. 
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1.3. Части множества 


Каждое множество А, образованное некоторыми элементами 
множества В, естественно назвать частью множества В. 

Пример 1. Множество А == {0, 2, 4, 6, 8} четных цифр является 
частью множества В == {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} всех цифр. 

Пример 2. Элементарное множество А={1} является частью 
множества В = {0, 1}. 

Пример 3. Множество А=={1, 2} является частью множества В 
решений уравнения х3—3х2?--2х==0. 

Определение части. /Гроизвольное 

элемент которого принадлежит мно- 

жеству В, называется частью мно- 

жества В. 


Определение части поясняется рис. 2. 
Внутренний незаштрихованный круг обо- 
значает множество А, являющееся частью 
множества В, которое изображается 
внешним кругом. 

Вместо «множество А является 
частью множества В» часто говорят «А | 
является подмножеством множества В». Рис. 2. 
Говорят также «множество А содержит- 
ся в множестве В» или «множество А включается в множество В» 
и пишут 


ДВ. 


Отрицание того, что множество А содержится в множестве В, 
записывается символом 
Ае- В. 


Отношение «=» называют отношением включения. 

По определению, пустое множество А=О является частью 
каждого множества В. Множество А==В является частью множе- 
ства В. Пустое множество О и само множество В называются 
несобственными частями множества В. Остальные части множе- 
ства В, не равные О или В, называются собственными частями 
множества В. 

Если А=Ви А-^ В, то условимся говорить также, что «множе- 
ство А строго содержится в множестве В», и писать АСВ. 

Пример. Частями множества В={0, 1} являются множества 
О, {0}, {1}, В. Собственными частями множества В являются эле- 
ментарные множества {0} и {1}. Таким образом: О<В, {0}<В, 
{ПВеВ, В=В. | 


2.3. Дополнение множества 
Для каждой части А множества В существует часть В—А 


множества В, образованная всеми элементами множества В, не 
принадлежащими множеству А. 
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Пример 1. Множество ВА == {1, 3, — 7, 9} нечетных цифр яв- 
ляется дополнением множества А== {0, 2, 4, 6, 8} четных цифр до 
множества В == {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} всех цифр. 

Пример 2. Элементарное множество и является до- 
полнением элементарного множества А={1} до множества 
В={0, 13. 

Пример 3. Множество В-А=={0} является дополнением мно- 
жества о 2} до множества В = {0, 1, 2} решений уравнения 
53—32 9х=0. 

Определение дополнения. Дополнением части А множества В 

до множества В называется часть ВА множества В, обра- 

зованная всеми элементами множества В, которые не при- 

надлежат множеству А. 

Определение дополнения поясняется рис. 2. На этом рисунке 
заштрихованная часть внешнего круга изображает дополнение 
В—А множества А до множества В. 

В тех случаях, когда в тексте рассматриваются дополнения 
до одного и ТОГО же определенного множества И, условимся 
вместо «дополнение множества А до множества И» говорить ко- 
ротко: «дополнение множества А» и вместо И(— А писать А”. 

Пример. Если (== {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} и А== {0, 2, 4, 6, 8}, 
104—313. 5. 7.9. Заметим, что 


АП” = {0, 2, 4, 6, 8} П 1, 3, 5, 7, 9} =0, 
до: = (0,2. 613, 557, 90; 2065061590, 
О, ы и 3, 4, 5, 6, й. 3, 9} —{1, 3, 5, 7, 9} — {0, 2, а, 6, 8} =А. 


Равенства крайних множеств имеют общий характер: например, 
дополнение к дополнению множества равно этому множеству. 

Рассмотрим множество (Ц, его произвольную часть А и ее 
дополнение 4’. Основные свойства дополнения выражает 

Теорема о дополнении. 

АПА =0, -АЦА’“=0, А’=А; 

— Эти равенства вытекают непосредственно из определений 
пересечения объединения, дополнения и законов логики. Рис. 2 
делает рассматриваемые равенства очевидными. Рассмотрим про- 
извольный элемент х множества (0. 

1. Предположим, что пересечение множеств А и А’ не пусто. 
По определению пересечения множеств из х=АПА’ следует хеАД 
и ХЕАД,, т. е. хеЕА и ХА, что невозможно. Следовательно, пере- 
сечение множеств А и А’ пусто. Первое равенство доказано. 

2. По определению дополнения хеЕА или хХеЕА’. По опреде- 
лению объединения это значит, чтох = АЦ А’. Таким образом, 
каждый элемент множества И принадлежит множеству [/А’. 
В то же время множества А и 4’ являются частями множест- 
ва И. Следовательно, каждый элемент их объединения АЦА” 
принадлежит множеству Ц. По определению равенства множеств 
сказанное означает, что множества 4(] А’ и 0 равны. Второе ра- 
венство доказано. | 
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3. Если х принадлежит множеству А, то он не принадлежит 
дополнению А’ множества АД: если хеЕА, то ХА’. В то же время 
если х не принадлежит множеству 4’, то он принадлежит допол- 
нению А” множества Д’: если ХА”, то хЕЕА”. Таким образом, ес- 
ли хЕА, то хЕД”. Обратно: если хХЕЕА”, то ХА’ и, следователь- 
Но, хЕА. Значит, множества А и А” равны. Третье равенство до- 
казано. -- 

Исследуем связь между объединением, пересечением и до- 
полнением для множеств. 


Пример. Если А=={1, 2, 3}, В== {2, 3 
| 9 


7, 8, 9 то (АВ), = С ГА 
и 8, = {0, 4, 5, 6, 7, 8, 91 Г {0, 1, 5, 6, 7, 8, 9; — Д’П В”. (АПВ)! = 
{0, Е 2, 3,4,5,6, 7, 8, 9: — {2,3} = {0,4,5,6,7, 8,9} = :0,4,5, 6, 7, 


8, 931110, 2 _ 6,7, 8, 9: — АЦ В,. 


Равенства крайних множеств имеют общий характер: допол- 
нение объединения двух множеств равно пересечению их допол- 
нений, а дополнение пересечения двух множеств равно объедине- 
нию их дополнений. 

Рассмотрим множество О и его произвольные части ДА, В. 
Связь между объединением, пересечением и дополнением выра- 
жает . 

Теорема де Моргана. (АЦ В)’ = А’ПВ’, (АПВ)’ = А’ В’. 


—1. Докажем первое из этих равенств. Рассмотрим произ- 
вольный элемент х множества 0. 

Если ХЕ (АЦВ)’, то по определению дополнения хе АПВ. 
По определению объединения отсюда следует, что хА и хеВ, 
т. е. ХЕА’ и хеЕВ’. По определению пересечения это значит, что 
хе А’ ПВ’. Таким образом, если ХЕ (АЦВ)’, то хЕА’ПВ’. | 

Обратно: если хе Д’Г В’, то хеЕЛ’ и хеВ’ ‚Т.е. ХА и хеВ. 
Отсюда следует, что хе АЦВ, т.е. хе (АЦВ)’. Таким образом, 
если х = А’ПВ’, то 
х = (АПВ). 

По определению 
равенства множеств из 
сказанного следует, что 
множества (АЦВ)’ и 
А’ПВ’ равны. Пер- 
вое равенство дока- 
зано. 

2. Второе равенст- 
во следует из первого 
и из теоремы о допол- 
нениях: (АПВ)’ = 

= (А”ПВ”)' ен ((А” В 
| ов) ИЯ (А’ [© В’) реа 


р = де Морга- 
на доказана. -- 
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Доказательство поясняет рис. 3. Заштрихованная область на 
рисунке изображает объединение А’ЦВ’, а дважды заштрихован- 
ная — пересечение А’Г] В’ дополнений А’ и В". 

Теорема де Моргана позволяет заменять операцию объедине- 
ния множеств операцией пересечения и наоборот. Иногда это 
бывает очень удобно. | 


$ 4*. КОЛЬЦА МНОЖЕСТВ 


В этом параграфе определяются сложение и умножение мно- 
жеств. Как сложение и умножение чисел, сложение и умножение 
множеств ассоциативны и коммутативны, причем умножение дист- 
рибутивно относительно сложения. Сложение множеств совпадает 
со своей обратной операцией — вычитанием множеств. 

Умножение множеств определяется так, что квадрат каждого 
множества равен самому этому множеству. Эти свойства отлича- 
ют сложение и умножение множеств от сложения и умножения 
чисел. 


1.4. Сложение множеств 


Естественно предложить взять в качестве суммы А-В мно- 
жеств А, В их объединение АЦВ. Однако при таком определении 
суммы множеств не для всех множеств А и В будет определена 
их разность ВЫ—А. Действительно, если А неявляется частью В, то 
ХОА не является частью В и, следовательно, Х|! ]А=-В для 
каждого множества Х. 

Предлагается следующее 

Определение суммы. Множество 


А-+В = (АПДВ) — (АПВ) 


называется суммой множеств А, В. 


Определение суммы множеств поясня- 
ет рис. 4. На этом рисунке левый круг 
с горизонтальной штриховкой изобра- 
жает множество А, правый круг с вер- 
тикальной штриховкой — множество В, 
а вся заштрихованная фигура — сум- 
му А-В. 

Можно сказать, что сумма мно- 
жеств равна их объединению без пе- 
ресечения. р 
| Сумма множеств А, В называется также их симметрической 
разностью и обозначается символом А А В. 

Рассмотрим несколько примеров сумм множеств. 

Пример 1. Если А={1, 2, 3}, В=42, 3, 4}, то А--В= 
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Пример 2. Если А=В, то АА == (АЦА) —(АПА) =А-—А=иу. 

Пример 3. Если АПВ = 0, то А-- В = (АЦВ) — (АПВ)=АГВ. 

Прежде, чем сформулировать и доказать теорему об основ- 
ных свойствах сложения, докажем следующее предложение, опи- 
сывающее свойства операций объединения и пересечения. 

Лемма об объединении и пересечении. Объединение и пересе- 

чение множеств коммутативны, ассоциативны и дистрибутив- 

ны друг относительно друга. 

— Высказанное предложение означает, что для каждых мно- 

жеств 4, Ви С верны равенства 
| АПВ = ВИА, АПВ = ВПА, 
(АЦ В)ОС = АЦ(ВОС, (АПВПС = АП(ВПО), 

АП(ВОС) = (АПВ) Ч(АПС), АЦ(ВПО=(АЦВ)П(АЦС). 


Вследствие теоремы де Моргана в каждой строке вторые ра- 
венства вытекают из первых. Например, 


АПВ = АПВ” = (АИ В’’ > (ВЦ А’’ = ВБ”"ПА” = ВПА. 


Таким образом, для доказательства леммы достаточно дока- 
зать первые равенства в каждой строке. 

1. Равенство АЦВ =ВЦА вытекает непосредственно из оп- 
ределения объединения множеств. 

2. Равенство (АЦВ)ЦС=АЦ(ВИС) верно, так как каждое 
из рассматриваемых множеств образовано элементами, при- 
надлежащими множеству А или В, или С. 

3. Если ХЕАП(ВИС), то хЕА и хеЕВИС. Если ХЕВОС, 
то хеЕВ или ХЕС. Следовательно, если ХЕА и ХЕВИС, то 
а) хЕА и хеЕВ или 6) хеЕА и хеЕС, т. е. хе АПВ или 
хе АПС. Значит, если 'хеЕ АП(ВИС), то хЕ(АПВ)Ц(АПО). 
Проведя это рассуждение в обратном порядке, убеждаемся в том, 
что, ели хе (АПВ) И (АПС), то хЕЛАП(ВИС). Таким обра- 
зом, равенство АП(ВОС) = (АПВ) Ц (АПС) верно. 

Лемма доказана. -- 

Основные свойства сложения множеств выражает 

Теорема о сложении. Сложение множеств коммутативно и 

ассоциативно. 

— 1. Коммутативность сложения для множеств означает, что 
для каждых множеств А и В верно равенство 


А+В=В-НА. 


Это равенство вытекает из определения суммы множеств и ком- 
мутативности объединения и пересечения множеств: 


А+В= (АЦ В) — (АПВ) =(ВиА—(ВПА=В+А. 


2. Ассоциативность сложения означает, что для каждых мно- 
жеств А, Ви С верно равенство | 


(А+В)-+С=А-+(В+С). 


Это равенство верно, так как каждое из рассматриваемых мно- 
жеств, как нетрудно проверить, образовано элементами, принад- 
лежащими ровно одному из множеств А, В, С или всем трем, т. е. 


(А+ В) + С = (АПВ’ПС)Ц(АПВПС)Ц(А’ПВ’ПС)Ц 
Ц(АПВПС) = А+ (В+ С 


(имеются в виду дополнения до множества И = АЦВИС). 
Теорема доказана. -- 
Доказательство поясняет рис. 5. 

На этом рисунке множества АП 

П В’ ПС’, АПВПС’ и АПВПС 

изображаеются соответственно гори- 

зонтально, вертикально и косо за- 
штрихованными областями. Множе- 
ство АПВПС — трижды заштрихо- 
ванная область. 

Из определений следует, что 
пустое множество О является нулем 
для сложения множеств: 


Рис. 5. А-+-О=А 


для каждого множества А. Поэтому можно говорить о множестве 
—А, противоположном А: 


А--А) 0: 


Лемма о противоположном множестве. Множество —А, про- 
тивоположное множеству А, равно множеству А: 


А-А=О, —А—А. 


— Действительно, как уже отмечалось в примере 2, для каж- 
дого множества 4 верны равенства 


А+А= (АЦА) — (АПА=А—А=О. 


Лемма доказана. -- 
Следствие. Разность каждых множеств А и В равна их 


сумме: 
А—В= А-В. 


— Действительно, используя ассоциативность сложения мно- 
жеств и лемму о противоположном множестве, получаем 


(А+ В) +В=А-+ (В+ В) =А-+0—А. 


Разность множеств А и В по определению есть множество, сум- 
ма которого с В равна А. Из полученных равенств следует, что 
эта разность равна А-+-В. Высказанное предложение доказано. -- 

Таким образом, вычитание множеств совпадает со сложением 
множеств. | 
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2.4. Умножение множеств 


В качестве умножения множеств выбирается их пересечение. 
Поэтому дается следующее | 

Определение произведения. Множество А-В = АПВ называ- 

ется произведением множеств А, В. | 

Основное отличие умножения множеств от умножения чисел 
выражает следующее предложение, которое вытекает непосред- 
ственно из определения умножения множеств. 

Правило квадрата. Квадрат каждого множества А равен 

множеству А: 


42. 


Основные свойства умножения множеств выражает 

Теорема об умножении. Умножение множеств коммутативно, 

ассоциативно и дистрибутивно относительно сложения. 

— Коммутативность и ассоциативность умножения следуют 
непосредственно из леммы об объединении и пересечении. Дист- 
рибутивность умножения множеств относительно сложения озна- 
чает, что для каждых множеств А, В и С верно равенство 


А(В-+С) =АВ-АС. 
Докажем это равенство. По определению 
А (В + С) = АПЦКВИС) — (ВПС)]. 
Как нетрудно проверить, 
АПЦВОС) — (ВПС)] = АП(ВЦУС) —АП(ВПО. 


Вследствие дистрибутивности пересечения относительно объеди- 
нения 


АП(ВЦС) =(АПВ)Ц(АПО). 


Вследствие правила квадрата, коммутативности и ассоциатив- 
ности пересечения 


АП(ВПС) = (АПА)П(ВПС) = (АПВ) П(АПО). 
Из определений вытекает, что 
(АПВ) Ц(АПС)] — КАПВ) П(АПС)] = АВ + АС. 
Непосредственно из полученных равенств следует равенство 
А(В-+С) =АВ-АС. 


Теорема доказана. -- 

Доказательство поясняет рис. 6. На этом рисунке множества 
А, В+-С и А(В-С) изображаются соответственно областями с 
горизонтальной, вертикальной и двойной штриховкой. 

Теоремы о сложении и умножении множеств выражают свой- 
ства этих операций, аналогичные свойствам сложения и умноже- 
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ния чисел. Лемма о противоположном 
множестве и правило квадрата по- 
казывают существенную разницу меж- 
ду свойствами операций для множеств 
и для чисел. Для каждого множества 
А верны равенства 


А-+-А=о0О, А.А=—А. 
В то же время для каждого числа а 
а-а==0, а:а==а, 


если, соответственно, а 50 и а=20, 1. 


3.4. Формулы перехода 


Сумма и произведение множеств выражаются через их объ- 
единение, пересечение и дополнение: 


(1) А+ В= (ДЦВ) — (АПВ), А.В = АПВ. 


В свою очередь, объединение, пересечение и дополнение мно- 
жеств могут быть выражены через их сумму и произведение: не- 
посредственно из определений следует, что для каждых множеств 
А и В верны равенства 


(2) ДИВ=А+В+А. В, АПВ=А. В. 


Если множество А является частью множества В, то для допол- 
нения ВА множества А верно равенство | 


(3) В-А=АЧВ. 


Условимся равенства (1), (2) и (3) называть формулами 
перехода от объединения, пересечения и дополнения к сложению 
и умножению множеств и обратно. 


4.4. Кольца множеств 


Часто приходится рассматривать множества, элементы кото- 
рых сами являются множествами. Условимся такие множества мно- 
жеств называть классами множеств. Для каждого множества ИП 
существует класс #, образованный всеми частями множества (0. 
Каждая часть класса Я также является классом множеств. 

Пример 1. Если И является пустым множеством, то класс ® 
образован одним единственным множеством — пустым множест- 
вом О: 


Я= {0}. 
Пример 2. Если ПО является элементарным множеством, то 


класс Ф образован двумя множествами — пустым множеством и 
множеством 0: | 
= {0, Ц}. 


Пример 3. Если И=Д== {0, 1}, то класс $ образован четырьмя 
множествами — пустым множеством О, элементарными множест- 
вами {0}, {1} и множеством Д: 


Ф= {0, {0}, {1}, 2}. 


Условимся говорить, что для класса 54 множеств определено 
сложение, если сумма каждых множеств класса 5 принадлежит 
‘этому классу. Точно так же будем говорить, что для класса 54 
множеств определено умножение, если произведение каждых двух 
множеств класса „4 принадлежит этому классу. 

Пример 1. Если 54 =, то для 5 определены сложение и Умно- 
жение. 

Пример 2. Рассмотрим класс 9 всех частей множества И = 
== {00, 01, 10, 11}, элементами которого являются пары, состав- 
ленные из чисел 0 и 1: 00 (ноль, ноль), 01 (ноль, один), 10 (один, 
ноль), 11 (один, один). Элементами класса ®# являются, в част- 
ности, множества Н=\{00, 01} и У={10, 11}. Для класса 
5{={О, Н, У, Ц}, образованного множествами О, Н, У, Ц, опреде- 
лены сложение и умножение: 


Таблица сложения | Таблица умножения 
— О. 9-й Я НН у.о 
О О.Н м ты О Ооо 0 
Н Н$ О (0 У Я Е ВО. 
у ГЫ. Я У к © 
|) ОУН О и Ом. * 


На пересечении строки Х и столбца У в таблице сложения 
помещена их сумма Х- У, а в таблице умножения — произведение 
Х.У множеств класса 9. 

Контрпример. Для класса 57={{0}, {1}} частей множества 
р=={0, 1} не определены ни сложение, ни умножение: множества 
В== {0} {1} и О= {0}. {1} не принадлежат классу 47. 
| Классы множеств, для которых определены сложение и умно- 
жение, играют важную роль в теории множеств. Поэтому для них 
вводится специальный термин. 

Определение кольца множеств. Если для непустого класса 5% 

множеств определены сложение и умножение, то говорят, что 

класс 5 образует кольцо. | 

Примеры [и 2, предпосланные определению, являются при- 
мерами классов множеств, образующих кольца. Контрпример 
является примером класса, не образующего кольца. 


р" 19 


дв кв Жажа а 4 


5.4. Свойства колец множеств 


Общие свойства колец множеств вытекают из ассоциатив- 
ности сложения и умножения множеств, а также дистрибутив- 
ности умножения относительно сложения. 

Отметим следующие свойства колец множеств. 

Рассмотрим произвольный непустой класс 5 множеств, обра- 
зующий кольцо. 

Свойство 1. Пустое множество О принадлежит классу % и яв- 

ляется нулем образованного классом 5 кольца множеств. 

‚ Рассмотрим произвольное множество А класса 54. Так как 
А--А=О, то О принадлежит классу 5{. Следующее из определе- 
ний равенство 


АО=А 


означает, что пустое множество О является нулем кольца мно- 
жеств, образованного классом 54. 
Для каждого множества А верно также равенство 


А.О= 0. 


Предположим дополнительно, что класс 54 составлен из не- 
которых частей множества Ц. По определению, множество ИП яв-. 
ляется единицей образованного классом 5 кольца, если равен- 
ство 


Я 


верно для каждого множества А класса „5. 
Свойство 2. Если множество И принадлежит классу 5, то 
оно является единицей образованного классом 5% кольца. 
— Равенство 


А. И=А 


верно для каждой части А множества 0. В частности, оно верно 
для каждого множества А класса 57. Если И принадлежит 57, то 
это и означает, что И является единицей образованного классом 
5$ кольца. -2 

Условимся говорить, что для класса 54 множеств’ определены 
объединение и пересечение, если объединение и пересечение 
каждых двух множеств класса „53 принадлежат этому классу. 
Будем говорить, что для класса .54 множеств определено дополне- 
ние, если для каждой принадлежащей классу 54 части А мно- 
жества В класса .5 дополнение В — А множества А до множества 
В принадлежит классу 5%. 

Свойство 3. Если класс 54 множеств образует кольцо, то для 

класса 5$ определены объединение, пересечение и дополнение. 

— Если класс 5$ множеств образует кольцо, то для него оп- 
ределены сложение и умножение. Формулы перехода (2) и (3) 
показывают, что в этом случае для класса 5 определены объ- 
единение, пересечение и дополнение. -- 
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Из формул перехода (1) вытекает 

Свойство 4. Если для класса 5 множеств определены объ- 

единение, пересечение и дополнение, то он образует кольцо. 

Таким образом, для класса 54 множеств, образующего коль- 
цо, определены все рассматривавшиеся операции: объединение, 
пересечение, дополнение, сложение и умножение. 


6.4. Пример 


Рассмотрим класс 9), образованный множествами О и (0. 
Условимся для большей выразительности обозначать множество 
О также символом /[. Таким образом, 


Ф—{0, 1}. 


Класс 9) образует кольцо. Сложение и умножение для 9 опре- 
деляют 


Таблица сложения Таблица умножения 
-- О 1 . О 1 
О О 1 О О О 
2 | [9 1 | О 1 


На пересечении строки Х и столбца У в таблице сложения 
помещена сумма Х-У, а в таблице умножения — произведение 
Х.У множеств Х и У класса 4. Множества О и 1 являются соот- 
ветственно нулем и единицей кольца, образованного классом 9. 
Таблица сложения для множеств О и [ отличается от таблицы 
сложения для чисел 0 и | равенством | 


1--1=0. 


Правило «один плюс один равно ноль» выражает специфику сло- 
жения множеств. Таблица умножения для множеств О и / анало- 
гична таблице умножения для чисел 0 и 1. 

Объединение и пересечение для класса 9) определяют 


Таблица объ- Таблица пе- 
единения ресечения 
т. 0" 4 ® О 1 
ОО 1 {6 о о 
7 1 1 О 1 


На пересечении строки Х и столбца У в таблице объединения 
помещено объединение, а в таблице пересечения — пересечение 
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множеств Хи У класса 9%. Таблица объединения отличается от 
таблицы сложения равенством 


101 = 1. 


Таблица пересечения, естественно, совпадает с таблицей ум- 
ножения. 

Если для класса 9) в качестве отношения порядка взять от- 
ношение включения, т. е. считать, что О строго меньше {[: 


0—1, 


то это отношение порядка будет аналогично обычному отношению 
порядка для чисел 0и 1. При этом для каждых множеств Хи У 
класса 4) будут верны равенства 


АБУ = ша. щшю У 
Таблицы объединения и пересечения совпадают в этом слу- 
чае с таблицами максимума и минимума для множеств и анало- 
гичны таблицам максимума и минимума для чисел Ои 1. Равен- 


ство для объединения множества / с самим собой принимает при- 
ВЫЧНЫЙ ВИД 


пах (1, =. 
Дополнение для класса 9) определяет 


Таблица дополнения 


Х О 1 


Х’ 1 О 


В этой таблице под множеством Х класса 94) помещеноего допол- 
нение Х’ до множества И=[. Это дополнение получается с по- 
мощью равенства 


а 


Замечание. Класс 9) с так определенными операциями объеди- 
нения, пересечения и дополнения является простейшим примером 
булевой алгебры. Булевы алгебры играют важную роль в некото- 
рых разделах математики. (Подробнее по поводу булевых алгебр 
см., например, книгу Дж. Т. Калбертсона «Математика и логика 
цифровых устройств». М., «Просвещение», 1965.) 


$ 5*. ДЕКАРТОВЫ ПРОИЗВЕДЕНИЯ 


Часто приходится рассматривать упорядоченные пары, обра- 
зованные элементами двух множеств, и различные множества 
упорядоченных пар. Понятие упорядоченной пары представляется 
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интуитивно ясным: отец и сын, мать и дочь образуют пары, упо- 
рядоченные по старшинству. Используя понятие множества, мож- 
но дать формальное определение упорядоченной пары. 


1.5. Определение упорядоченной пары 


Рассмотрим произвольный элемент а множества А и произ- 
вольный элемент 5 множества В. 
Определение упорядоченной пары. Класс 


(а, 6) ={{а}, {а, 6}}, 


составленный из множеств {а} и {а, 8}, называется упорядо- 

ченной парой, образованной элементами а и 6. 

Элемент а называется первым элементом, а элемент 6 — вто- 
рым элементом упорядоченной пары (а, 6). Вместо (а, 6) часто 
пишут аб. 

Пример 1. Если А=В== {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, буквы аи 
обозначают произвольные цифры, то упорядоченной парой аб 
является двузначное число: 00, 01, ..., 09, 10, 11, ..., 19,..., 90, 
Эскох 99: 

Заметим, что (а, 6) 5=(6, а), если а=26. Порядок, в котором 
записываются элементы а и 6, существенен. Этим упорядоченная 
пара (а, 6) отличается от множества {а, 

р}, образованного’ элементами аи 6. о + аб 

Пример 2. Если каждое из множеств ры 
А и В равно множеству Ю вещественных | 
чисел, буквы а и В обозначают произволь- 
ные вещественные числа, то упорядочен- 
ную пару (а, 6) называют точкой веще- 
ственной координатной плоскости. Чис- 
ла а и В называются соответственно пер- 
вой и второй координатами точки (а, Рис. 7. 

Ь) (рис. 7). | 

Пример 3. Если А=В = {0, 1}, то множество всех упорядочен- 
а образуется упорядоченными парами (0, 0), (0, 1), 
эм ь , 


2.5. Равенство упорядоченных пар 


Рассмотрим упорядоченные пары (а, 6) и (с, 4), образован- 
ные произвольными элементами а, с множества А и элементами 
Ь, 4 множества В. 

Теорема о равенстве упорядоченных пар. Равенство (а, 6) = 

— (с, 4) упорядоченных пар (а, 6) и (с, 4) эквивалентно 

равенству а=с первых элементов и равенству 6=а вторых 

элементов этих пар. 

— 1. Если а=с, 6—4, то 


(а, 65) = {{а}, {а, 6} ={{6}, {с, а} = (с, 4. 


2. Если (а, 6) = (с, а), то {а}={с} и (а, 6} ={с, 4} или 
{а} = {с, 4} и {а, 6} = {с}. 

В первом случае из равенства {а}=={с} вытекает равенство 
а==с, а из этого равенства и равенства {а, 6} ={с, 4} следует 
равенство 6 =4. Таким образом, в первом случае а=с и 6 =4. 

Во втором случае из равенства {а} == {с, 4} вытекают равен- 
ства а=ес==4, а из равенства {а, 6} ={с} следуют равенства 
а=Ь==с. Таким образом, и во втором случае а=с и 6—4. Сле- 
довательно, если (а, 6) == (с, а), то а=си 6=4. 

Теорема доказана. -- 

Если А=В, то при 6=с и а=4 непосредственно из теоремы 
о равенстве упорядоченных пар вытекает 

Следствие. Равенство (а, 5) = (6, а) упорядоченных пар (а, 5) 

и (5, а) эквивалетно равенству а=6. 

Говорят, что упорядоченная пара (6, а) симметрична упоря- 
доченной паре (а, 6). 


3.5. Определение декартова произведения 


Для каждых множеств А и В существует множество АЖВ, 
образованное всеми упорядоченными парами (а, 6), первыми эле- 
ментами которых являются элементы а множества А, а вторы- 
ми — элементы 6 множества В: 


АЖВ==4(а, 6)[ае>А, ЕВ}. 


Определение декартова произведения. Декартовым произве- 

дением множества А на множество В называется множество 

АЖВ, образованное всеми упорядоченными парами, первые 

элементы которых принадлежат множеству А, а вторые — 

множеству В. 

Если множества А и В различны, то декартово произведение 
АХВ не равно декартову произведению ВЖА. 


$ 6*. ОТНОШЕНИЯ И ОТОБРАЖЕНИЯ 


Содержание понятий отношения и отображения поясняется 
‘употреблением этих терминов в обычной речи: отношение родства, 
образ предмета. Используя понятие декартова произведения, 
можно дать математические определения понятий отношения и 
отображения. | 


1.6. Определение отношения 


Прежде чем сформулировать определение отношения, рас- 
смотрим несколько простых примеров. 
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Рассмотрим множества А==В == {0, 1, 2, 3, 
их декартово произведение 


(00 


АХВ = ]50 


01 
11 
21 
31 
41 
51 
61 
71 
81 
91 


02 
12 
22 
32 
42 
52 
62 
72 
82 
92 


93 


04 
14 
24 
34 
44 
54 
64 
74 
84 
94 


05 
15 
25 
35 
45 
55 
65 
75 
85 
95 


96 


97 


4, 5, 6, 7, 8, 9} и 


08 
18 
28 
38 
48 
58 
68 
78 
88 
98 


39 


\ 
19 
29 
49 


99 


59 
69 
79 
89 
) 


Пример 1. Отношение равенства для цифр определяется 
частью е множества АЖВ: 
100 
11 


| 99 


Равенство а==6 означает, что упорядоченная пара аб принадле- 


жит множеству е. 


Пример 2. Отношение порядка для цифр определяется частью 


о множества АЖВ: 
00 


\ 


Неравенство «= означает, что упорядоченная пара аб 


лежит множеству о. 


01 
11 


02 
12 
22 


04 
14 
24 
34 
44 


07 


И. 


27 
37 
47 
57 
67 


77. 


89 
99 


принад- 
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Пример 3. Отношение строгого порядка для цифр определяется 
частью $ множества ДЖВ: 


( 01 02 03 04 05 06 07 08 09} 
12 13 14 15 16 17 18 19 
23 24 25 26 27 28 29 
34 35 36 37 38 39 
45 46 47 48 ый 
| 56 57 58 59 
67 68 69 
78 19 
| 
\ 


Строгое: неравенство а<6 означает, что упорядоченная пара аб 
принадлежит множеству $5. 

_ Пример 4. Рассмотрим произведение АЖВ множества А= 
— {0, 2, 4, 6, 8} на множество В=={1, 3, 65, 7, 9}. Отношение 
«а непосредственно предшествует 5» определяется частью 


г— {01, 23, 45, 67, 89} 


множества АЖВ. Это отношение означает, что упорядоченная 
пара аб принадлежит множеству г. 

Примеры 1—4 поясняют 

Определение отношения. Каждая часть г множества АХ В на- 

зывается отношением между множеством А и множеством В. 

Определение отношения как множества упорядоченных пар 
позволяет просто описывать и наглядно представлять многие 
свойства отношений. | 

Вместо «упорядоченная пара (а, 6), образованная элемента- 
ми аи 6, принадлежит отношению г» условимся также говорить 
«элемент а связан отношением г с элементом 6». Именно в этом 
смысле в примерах 1, 2 и 3 обычно употребляются выражения 
‹а равно 6», «а меньше 6» и «а строго меньше 65». 


2.6. Образы и прообразы 


Рассмотрим произвольное отношение г между множеством А 
и множеством В. 

Для каждого элемента ае=А множество 

г (а) = {6/(а, 6) =г} 

всех элементов бЕВ, для которых упорядоченная пара (а, 6) 
принадлежит отношению г, называется образом элемента а при 
отношении Г. 

Пример 1. При отношении равенства е(а) = {а} для каждого 
элемента а множества Ар= {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}. 

в 2. тра отношении порядка о(9) = {9}, 0(8)==18,. 9% 
(7) = {7, 8, 9},. 
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Пример 3. При отношении строгого порядка $(9) =0, $(8) = 
9-е 8, Чао, 
Пример 4. При отношении «непосредственно предшествует». 


г (0) = {1}, г(2) ={3}, ... 

Пример 3 показывает, что образ элемента может быть пустым. 

Для каждого множества Х=А множество г(Х) всех элементов 
Ь из В, принадлежащих образу г(а) хотя бы одного элемента а 
из Х, называется образом множества Х при отношении г. Образ 
множества 4 называется областью значений отношения г. 

Пример 1. Областью значений отношения равенства для цифр 
является множество всех цифр. 

Пример 2. Областью значений отношения порядка для цифр 
является множество всех цифр. 

Пример 3. Областью значений отношения строгого порядка для 
цифр является множество {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}. Цифра 0 не 
принадлежит этой области, так как не существует цифры, строго 
меньшей цифры 0. 

Пример 4. Областью значений отношения непосредственно 
предшествует между четными и нечетными цифрами является 
множество нечетных цифр. 

Пример 3 показывает, что область значений г(А) отношения 
г между множеством А и множеством В может быть собственной 
частью множества В. 

Для каждого элемента ЕВ множество 


г-1 (6) = {а/(а, 6) ег} 


всех элементов аеЕА, для которых упорядоченная пара (а, 6) 
принадлежит отношению г, называется прообразом элемента 6 
при отношении г. 

Пример 1. При отношении равенства е-!(5) = {6} для каждого 
элемента 6 множества {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}. 

Пример 2. При отношении порядка 0-!(0) == {0}, о-!(1) = 
ОЕ 1 [2] = 0: 

Пример 3. При отношении строгого порядка $-! (0) =0О, $7! (1) == 
и ие | 

Пример 4. При отношении «непосредственно предшествует» 
г! (1) ={0}, г! (3) = {2}, г-'(5) ={4},... | 

Пример 3 показывает, что прообраз элемента может быть 
пустым множеством. 

Для каждого множества У=В множество г`!(У) всех элемен- 
тов а из А, принадлежащих прообразу г'(6) хотя бы одного 
элемента 6 из У, называется прообразом множества У при отно- 
шении г. Прообраз г`\!(В) множества В называется областью 
определения отношения г. 

Пример 1. Областью определения отношения равенства для 
цифр является множество всех цифр. 

Пример 2. Областью определения отношения порядка для 
цифр является множество всех цифр. 
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Пример 3. Областью определения отношения строгого порядка 
для цифр является множество {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}. Цифра 9 не 
принадлежит этой области, так как не существует цифры, кото- 
рой цифра 9 строго меньше. | 

Пример 4. Областью определения отношения непосредственно 
предшествует между четными и нечетными цифрами является мно- 
жество четных цифр. 

Пример 3 показывает, что область определения г-!(В) отно- 
шения г между множеством А и множеством В может быть соб- 
ственной частью множества ДА. 

Понятия образов и прообразов соответственно поясняют 
рис. 8 и 9. 


: ь г '(в) 
Рис. 8. Рис. 9. 


3.6. Обратное отношение 


Рассмотрим произвольное отношение г между множеством А 


и множеством В. Отношение 
г1={(6, а)[(а, 6) =г}, 


образованное всеми упорядоченными парами (6, а) =+ВЖА, для 
которых симметричная упорядоченная пара (а, 6) принадлежит 
отношению г, называется обратным отношению Г. 

Пример 1. Обратным отношению равенства является оно само: 
е-! = е. 

Пример 2. Обратным отношению порядка «<» является отно- 
шение порядка «>»: 

(00 ) 


20 21 22 
30 з1 32 33 
40 41 42 43 44 
150 51 52 53 54 55 
60 61 62 63 64 65 66 
70 71 72 73 74 75 76 7 
80 81 82 83 84 85 86 87 88 
190 91 92 93 94 9% 96 97 98 99 
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Неравенство 62а означает, что упорядоченная пара (6, а) =фа 
принадлежит множеству о-\, т. е. что (а, 6) =абео и а. 

Пример 3. Обратным отношению строгого порядка «<.» явля- 
ется отношение строгого порядка «>»: = 


Г 10 


40 41 42 43 
5 = 50 51 52 53 54 
| 60 61 62 63 64 65 
7071. 72 3 450 
80 81 82 83 84 85 86 87 
\ 9091 92 93 94 95 96 97 98 | 


) 
20 21 
30 31 32 

| 


Строгое неравенство 6 >а означает, что упорядоченная пара фа= 
— (6, а) принадлежит множеству $-!, т. е. что аб= (а, 6) Е и 
и а<6. 

Пример 4. Обратным отношению непосредственно предшест- 
зует является отношение непосредственно следует: 


г-!=={10, 32, 54, 76, 98}. 


Отношение «б непосредственно следует за а» означает, что упо- 
рядоченная пара ба принадлежит множеству г-!, т. е. что афеЕг и 
а непосредственно предшествует 6. 

Из определений следует, что образ г-!(6) элемента 6 и образ 
г-'(У) множества У при обратном отношении г-! являются соот- 
ветственно прообразом элемента 6 и про- 
образом множества У при отношении г. 
Область значений г\(В) обратного 
отношения г-! является областью опреде- 
ления отношения г, а область значений 
г(А) отношения г — областью определе- 
ния обратного отношения Г-1. 

Понятие обратного отношения пояс- 
няет рис. 10. 

Если А=В, то отношения гиг"! изо- 
бражаются симметричными относительно 
диагонали е={(а, а)[а=А} областями 
в квадрате АЖА. Рис. 10. 


4.6. Композиция отношений 


Рассмотрим непустые множества А, В и С. Упорядоченную 
пару (а, с) ЕАЖС назовем композицией упорядоченных пар (а, 
5) ЕАХВ и (5, с) ЕВЖС. Для обозначения композиции условим- 
ся использовать символ °: 


(а, с) == (а, 6) ° (6, с). 
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Будем говорить также, что упорядоченная пара (а, 6) компонует- 
ся с упорядоченной парой (65, с). Если 615=6›, то упорядоченная 
пара (а, 61) не компонуется с упорядоченной парой (6>, с). | 

Примеры. (0, 2) = (0, 1) (1, 2); (1, 3) = (1, 2) ° (2, 3); (5, 9) = 
= (5, 7) - (7, 9); (8. 1) = (8, 3) . (3, 1); (5, 5) = (5, 5) . (5, 5); (0, 1) 
не компонуется с (2, 3); (2, 3) не компонуется с (4, 5). 

Рассмотрим отношение г между множеством А и множеством 
В, отношение $ между множеством В и множеством С. Отноше- 
ние $5г между множеством А и множеством С, составленное из 
всех возможных композиций упорядоченных пар отношения гс 
упорядоченными парами отношения $, будем называть компози- 
цией отношения г с отношением $. 

Пример 1. Композиция отношения равенства е с самим собой 
снова дает отношение равенства е-е==е, так как (а, а)°(а, а) = 
— (а, а) для каждой цифры а: (0, 0) (0, 0) = (0, 0), (1, 1)°(1, 1) = 
бе о 

Пример 2. Композиция отношения порядка о с самим собой 
снова дает отношение порядка 0°0о==0, так как композиция (а, с) 
каждой упорядоченной пары (а, 6) отношения о с каждой парой 
(6, с) этого отношения принадлежит отношению о, а кроме того, 
каждая пара (а, с) отношения в является композицией упорядо- 
ченной пары (а, а) отношения о с упорядоченной парой (а, с) 
этого отношения. Эти утверждения проверяются непосредственно 
по таблице, определяющей отношение о: 


(0, 0) ° (0, 0) = (0, 0), (0, 0)° (0, 1) = (0, 1), 
(0, 0) ° (0, 2) = (0, 2), (1, 1)°(1, В =(1, 1),.... 
Пример 3. Композиция отношения строгого порядка $ с самим 
собой строго содержится в $: 
( 02 03 04 05 06 07 08 09 \ 
13 14 15 16 17 18 19 
24 25 26 27 28 29 
35 36.37 38 39 
46 47 48 49 | 
57 58 59 
68 69 
| 79 


$58 =} $ 


Равенство для композиции $°$ проверяется по таблице, опреде- 
ляющей отношение $: 


(В) - (В 8) ==40; 2), (0; ПЗ), (2-29 =. 


Пример 4. Композиция отношения г непосредственного пред- 
шествования между четными и нечетными цифрами с самим со- 
бой является пустым отношением, так как упорядоченная пара, 
имеющая нечетную вторую цифру, не компонуется с упорядочен- 
ной парой, имеющей четную первую цифру. 
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Вместо «композиция отношений» говорят также «сложное от- 
ношение», сложные отношения между А и С выражаются через 
отношения между А и В и отношения между В и С. 


5.6. Рефлексивность, симметричность и транзитивность 


Эти три свойства отношений часто встречаются. | 

Произвольное отношение между множеством А и множеством 
В =А условимся называть отношением для множества А. Мно- 
жество 


е= {(а, а) [аеЕА}, 


образованное всеми упорядоченными парами (а, а) элементов а 
множества А, условимся называть диагональю квадрата АЖА 
множества ДА. | 

Отношение г для множества А называется рефлексивным, если 
каждый элемент а множества А связан отношением г с самим 
собой. (Т.е. если отношение г содержит диагональ е квадрата 
АЖА.) 

Содержательный смысл рефлексивности поясняет отношение 
знакомства: каждый знаком с самим собой. Определение рефлек- 
сивности поясняет также рис. 11. | 

Пример 1. Отношение равенства е рефлексивно: а=а. 

Пример 2. Отношение порядка о рефлексивно: а=<а. 

Пример 3. Отношение строгого порядка $ не рефлексивно: 
аа. | 
Отношение г для множества А называется симметричным, 
когда г обладает свойством: если элемент а связан отношением г 


Рис. И. Ри. 10. 


с элементом В, то и элемент 6, в свою очередь, связан отношением 
г с элементом а. (Т. е. если отношение г равно обратному отноше- 
нию Г`'.) 

Содержание симметричности поясняет отношение родства: 
если а родственник 6, то и 6 родственник а. Определение симмет- 
ричности поясняет также рис. 12. 

Симметричное отношение г изображается на этом рисунке 
областью, симметричной относительно диагонали квадрата. 

Пример 1. Отношение равенства е симметрично: е==е-". 

Пример 2. Отношение порядка о не симметрично: 052=0-'._ 
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Пример 3. Отношение строгого порядка $ не симметрично. 

Отношение г для множества А называется транзитивным, 
когда г обладает свойством: если элемент а связан отношением г 
с элементом В и элемент В связан отношением г с элементом с, то 
элемент а связан отношением г с элементом с. (Т. е. если компо- 
зиция Гэг отношения г с самим собой содержится в г.) 

Содержательный смысл условия транзитивности поясняет 
следующий пример: если город а связан железной дорогой с го- 
родом 6 и город 6 связан железной дорогой с городом с, то город 
а связан железной дорогой с городом с. 

Транзитный пассажир железной дороги попадает из города а 
в город с через город 6. 

Пример 1. Отношение равенства е транзитивно: есе=е; если 
а=фи 6==с, то а=с. | 

Пример 2. Отношение порядка о транзитивно: 0®0о=0; если 
аври р с, то а=<с. 

Пример 3. Отношение строгого порядка транзитивно: $°$ = $; 
если аби Ь<с, то а<с. 

Пример нетранзитивного отношения. Для множества А= 
=={0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} цифр определим отношение непосред- 
ственного соседства: 


> 
— 
=” 


10 12° 
21 23 
32 34 
43 45 
5 54 56 
65 67 
76 78 
87 89 
| 98 
Как нетрудно проверить, 
00 02 ) 
И 13 
20 22 24 
31 33 35 
42 44 46 
в 58 55 57 
64 66 68 
75 77 79 
86 88 
97 99 


> 
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Отношение г непосредственного соседства не является транзитив- 
ным: если а непосредственный сосед В и В непосредственный сосед 
с, то а может не быть непосредственным соседом с. 


6.6. Отношения эквивалентности 


Часто встречаются отношения, обладающие всеми указанны- 
ми свойствами: рефлексивностью, симметричностью и транзитив- 
ностью. Такие отношения называются отношениями эквивалент- 
ности. 

Определение отношения эквивалентности. Каждое рефлексив- 

ное, симметричное и транзитивное отношение для множества 

А называется отношением эквивалентности для А. 

Пример 1. Отношение равенства — диагональ @е квадрата 
АЖА — является отношением эквивалентности для множества А. 

Пример 2. Отношение четности 

(00 02 04 06 08 
11 13 15 17 19 
20 28 24 26 28 


31 33 35 37 39 


г= } 5 53 55 57 59 


Е 73 75 И 79 


| 9 953 5% 97 99 
Это отношение является отношением эквивалентности для мно- 
жества А== {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} цифр. Отношение ‹а имеет 
одинаковую четность с 6» означает, что упорядоченная пара (а, 
5), образованная цифрами а и 6, принадлежит отношению г. 


7.6. Отношение порядка 


Среди несимметричных отношений выделяются антисиммет- 
ричные. 

Отношение г для множества ДА называется антисимметрич- 
ным, когда г обладает свойством: если элемент а связан отноше- 
нием г с элементом 6 и, обратно, элемент 6 связан отношением г 
с элементом а, то элемент а равен элементу 6. (Т. е. пересечение 
гг! отношения г с‘обратным отношением г-! содержится в диа- 
гонали е квадрата АЖА.) 

Пример 1. Обычное отношение порядка для цифр антисиммет= 
рично: для каждых цифр а иф, если аз и 5<а, то а=6. 

Пример 2. Отношение включения для класса всех частей 
множества (И антисимметрично: для каждых частей Аи В мно- 
жества (И, если Д=В и В=А, то А=В. 
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Так же часто, как и отношения эквивалентности, встречаются 

рефлексивные, антисимметричные и транзитивные отношения. 
Определение отношения порядка. Каждое рефлексивное, ан- 
тисимметричное и транзитивное отношение для множества А 
называется отношением порядка для А. 


Пример 1. Обычное отношение порядка для цифр рефлексивно, _ 


антисимметрично и транзитивно. 


Пример 2. Отношение включения для класса Ф всех частей 


множества И является отношением порядка. 


8.6. Отображения 


Все отношения г между множествами А и В можно разделить 
на однозначные и многозначные. 

Отношение г между множеством А и множеством В, при ко- 
тором образ г(а) каждого элемента аеА состоит не более, чем 
из одного элемента множества В, называется однозначным. Не- 
однозначные отношения называются многозначными. При много- 
значном отношении образ некоторого элемента состоит из двух 
или более элементов. | 

Пример 1. Отношение равенства для цифр является однознач- 
ным отношением. | 

Пример 2. Отношение порядка для цифр является многознач- 
ным отношением. 

Среди однозначных отношений г между множеством А и мно- 
жеством В выделяются отношения, для которых множество А явля- 
ется областью определения. Это позволяет не рассматривать эле- 
менты а множества А, образы г(а) которых являются пустыми 
множествами. Такие отношения играют фундаментальную роль 
в математике. 

Определение отображения. Однозначное отношение | между 

множеством А и множеством В, область определения которо- 

го совпадает с множеством ЛА, называется отображением 

множества А в множество В. 

Понятие отображения связано с интуитивно ясным понятием 
образа. В жизни на каждом шагу приходится людей, животных 


или вещи заменять некоторыми их образами: фотографиями, | 


рисунками, описаниями, звуками. 
Фраза отображение | множества А в множество В записыва- 
ется символом 


ПВ, 


Вместо «отображение { множества А в множество В» говорят так- 

. же «функция |, определенная на множестве А и принимающая 
значения в множестве В». Вместо «образ [(х) при отображении | 
элемента х» говорят также «значение |(Х) функции | для элемен- 
та х». Вместо символа {:А —* В используется также символ 


Ё:х —[(^) (хЕА, [(х) ЕВ). 
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Пример 1. Отношение |==е равенства для цифр является ото- 
бражением множества А== {1, 2, 3, 4, 65, 6, 7, 8, 9} в множество 
В=А. Каждая цифра х отображается при этом в цифру ]{(х} =х: 


Е О 


Такое отображение называется тождественным. 

Пример 2. Вещественная квадратичная функция | отображает 
множество 4А=Ю всех вещественных чисел в множество В=АЮ, 
всех положительных чисел. Каждое вещественное число Хх отобра- 
жается при этом в положительное число [(х) ==л2. В частности, 


Г(0) =0, {(—1) =1, (И) =1, Ку2) =2. 

Пример 3. Функция число единиц среди элементов пары отоб- 
ражает множество А=={00, 01, 10, 11}, составленное из упорядо- 
ченных пар 00, 01, 10, 11 в множество В = {0 1, 2}, составленное 
из натуральных чисел 0, 1, 2. 

Эту функцию удобно определить таблицей 


00 


01 


Кх) ее 
Пример 4. Функция сумма отображает множество А== 


={(—1, —1), (—1, 0, СЕЬ —0, СНЕЬ -Е1) в множество В== 
= {—2, 0, --2}. Эту функцию удобно определить таблицей 


х (—, —1) 


а | Зе Аа, 
Кх =. 0 0 2 


Пример 5. Следующая таблица определяет функцию | на мно- 
жестве А = {00, 01, 10, 11} со значениями в множестве В== [0, 1] 
всех положительных чисел, меньших единицы: 


01 


10 11 


Если область значений функции }:А—=В совпадает с мно- 
жеством В, то говорят, что { отображает множество А на множе- 
ство В, (примеры 1—4). Если отношение |-!, обратное функции 
[:А — В, однозначно, то функцию [ называют взаимно однознсч- 
ной. Взаимно однозначное отображение множества А на мно- 
жество В называют также изоморфизмом множества А на 
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множество В или подстановкой вместо А множества В. Изомор- 
физм множества А на множество А (на себя) называется авто- 
морфизмом или перестановкой множества А. 

Пример 6. Следующие таблицы определяют перестановки |, &, Ё 
множества 4 цифр: 


х |0123456789 х 0123456789 
Г(х) ее 8(х) 1032547698 | 
х | 0123456789 

®(х) 9876543210 


Пример 7. Следующая таблица определяет изоморфизм ф 
множества А = {а, 6, с, а, е, |,..., 2} букв латинского алфавита 
на множество В == {1, 2, 3, 4, 5, 6,..., 26}: 


Ф(х) | абсае] в] 1Гтпорагз;зугиошху2г 


р 123456789 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 


Изоморфизм ф определяет нумерацию букв латинского алфа- 
вита. | 
Пример 8. Разобьем множество {00, 01, 10, 11} всех упорядо- 
ченных пар, составленных из элементов 0 и 1, на части по числу 
единиц среди элементов пары: 


Г(0) = {00}, (1) = {01, 10}, [(2) = {11}. 


Тем самым определен изоморфизм { множества А= {0, 1, 2} на 


класс 
В={{00}, {01, 10}, {11}. 


Пример 9. Сужение [, вещественной квадратичной функции 
на множество А, всех положительных чисел является автомор- 
физмом множества Ю. (|+ (х) =х? для каждого х>0; для х<0 
значение [,(х) не определено). Обратное для [+ отношение 7. 'яв- 
ляется арифметическим квадратным корнем: {+ (у) =+ у для 
каждого числа у>>0. 

Пример 10. Сужение [- вещественной квадратичной функции 
на множество А всех отрицательных чисел является изоморфиз- 
мом множества К_ на множество Ю., (]-(х) =? для каждого 
х=—0; для х>>0 значение [-(х) не определено). Обратное для [- 
отношение [-' является алгебраическим квадратным корнем: 


21 (у) = —ИУи для каждого числа и>0. 
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Замечание. Вещественная квадратическая функция | не явля- 
ется изоморфизмом множества РА всех вещественных чисел на мно- 
жество Ю., всех положительных чисел, так как | не является вза- 
имно однозначным отображением множества К на множество К... 
Отношение |1, обратное вещественной квадратичной функции р, 

многозначно: [1 (и) = {]и, —Ти}, при этом —Уу5=-НТу для каж- 
дого числа и>>0. .] 


$ 7. ПРИНЦИП ИНДУКЦИИ 


Принцип индукции можно принять в качестве аксиомы. Этот 
принцип представляется интуитивно ясным и выражает одно из 
основных свойств упорядоченного множества 


М0, 1,2; що ЕВ 


натуральных чисел. 


1.7. Формулировка принципа индукции 


Рассмотрим произвольную часть М множества №. Принцип 
индукции можно сформулировать следующим образом. 

Если: 1) число 0 принадлежит множеству М, 

2) для каждого натурального числа п из того, что п принад- 

лежит множеству М, следует, что число п--1 принадлежит М, 

то: множество М совпадает с М. 

Используя сокращенную логическую символику, можно запи- 
сать принцип индукции в форме, которая легко запоминается. 

Принцип индукции. Если: 1) 0=М, 

2) пеЕМ = п--1=ЕМ, 
то: М=М№. 

Стрелка в условии 2 заменяет оборот «из... следует ...». 

Используя интуицию, можно пояснить принцип индукции сле- 
дующим рассуждением. По условию | числе 0 принадлежит мно- 
жеству М. По условию 2 отсюда следует, что число | принадле- 
жит М. Значит, по этому же условию, число 2 принадлежит М. 
И так далее. Все натуральные числа принадлежат множеству М. 


2.7. Формула суммы арифметической прогрессии 


Докажем, используя принцип индукции, формулу для суммы 
п первых членов арифметической прогрессии с А-м членом а-НОЕ: 


(1) У ат =а нь” 


0<#&<п 


для произвольных чисел а, 6 и натурального числа пи. 
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Для того, чтобы доказать равенство (1), достаточно доказать 
равенство 
| п |)п 
(2) У в= о" 
для каждого натурального числа п. | 
Если п=0, то суммы в левых частях равенств (1) и (2) по 
определению равны 0. 


Рассмотрим множество М всех раны чисел т, для 
которых верно равенство 


(3) о 2 в. 2-0 


О<Е<т 2 


1. Число 0 принадлежит множеству М (0=М), так как при 
т=—==0 равенство (3) эквивалентно равенству 0=0. 

2. Для каждого натурального числа п из того, что п принад- 
лежит множеству М, следует, что число п-! принадлежит 
М (пЕМ = п-1еМ). 

В самом деле, для каждого натурального числа п верно ра- 
венство 


(4) М = ХУ ЁЕтМ. 


О<В<п-1 0<&<п 


Если число п принадлежит множеству М, то для него верно ра- 
венство (2) и из равенства (2) и (4) следуют равенства 
пп п — п (п-1 
р = зе а ПО ке 
О<Е<и-+1 
Из этих равенств вытекает, что число и--1 принадлежит М. 
Таким образом, условия |1 и 2 принципа индукции выполнены 
и, следовательно, множество М совпадает с множеством М всех 
натуральных чисел. Значит, равенство (2) верно для каждого 
натурального числа и. 


3.1. «Теорема» о равенстве всех натуральных чисел 


Для того, чтобы подчеркнуть важность тщательной проверки 
каждого из условий [и 2 принципа индукции, рассмотрим извест- 
ный софизм. 

«Теорема». Все натуральные числа равны. 

«Доказательство» 1. Достаточно доказать, что каждое нату- 
ральное число /[ больше каждого натурального числа Р или равно 
ему: /—>2. Отсюда будет следовать, что для каждых натуральных 
чисел пи т верны неравенства пт, ти и, значит, равенство 
ИХ | 

Рассмотрим множество М всех натуральных чисел т, боль- 
ших или равных К. 

1. Если Е=0, то ОМ. 
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2. Для каждого натурального числа п из пеЕМ следует 
п--1=ЛМ: если и>А, то, тем более, п-+ 12. 

По принципу индукции отсюда «следует», что М=М и все 
натуральные числа больше числа А или равны ему. 

Замечание. Условие 1 принципа индукции выполнено для А=0. 
В этом случае верно и высказанное утверждение о числе А. 
Если ^>0, то число 0 не принадлежит множеству М, условие 1 
принципа индукции не выполнено и применять этот принцип 
нельзя. 

«Доказательство» 2. Определим множество М следующим об- 
разом: произвольное натуральное число`т принадлежит множест- 
ву М, если каждые т--1 натуральных чисел равны, и не принад- 
лежит М в противном случае. 

1. Ясно, что ОЕМ, так как каждое натуральное число равно 
самому себе. 

2. Для каждого натурального числа п>0 из пеЕМ следует 
п--1еЕЛМ. Действительно, предположим, что каждые п-1>>1 на- 
туральных чисел равны. Рассмотрим произвольные п--2>>2 на- 


туральные числа А1, А›,..., Ю+1, К»+2. По предположению, числа 
Е1, Р,..., Ю,+1 равны и числа Ко,..., Р.+1, Е, равны. Числа 
Ко, ..., К,:1 принадлежат каждому из этих множеств. 

Поэтому все рассматриваемые п--2 числа А1, Ко, ..., Ел, Ел 
равны. 


По принципу индукции отсюда «следует», что М=М и каж- 
дые п--| натуральных чисел равны между собой. 

Замечание. Условие 2 принципа индукции выполнено для п>>0. 
Доказано, что если каждые два натуральных числа равны, то 
и все натуральные числа равны. Если п=0, то из пЕЛМ не сле- 
дует п-1=М: из того, что каждое натуральное число равно само- 
му себе, не следует, что каждые два натуральных числа равны. 
Условие 2 принципа индукции ке выполнено, и применять этот 
_ принцип нельзя. | 


$ 8*. СЕМЕЙСТВА 


Термин семейство эквивалентен термину отображение. Отоб- 
ражение | множества А в множество В называют семейством 
элементов множества В, имеющим множество индексов А. При 
этом вместо 


:х-—1(х) (хеЕА) 
пишут 


[= (7(%) )хел. 


Вместо {(х) пишут также },. Если из текста ясно, какие рас- 
сматриваются множество ДА и множество В, то семейство [ обоз- 
начают символом ({(х))»„ или (р). 


39 


1.8. Примеры 


Рассмотрим несколько примеров семейств. 

Пример 1. Каждое отображение [{ множества А==/Л== {0, 1,2,...} 
всех натуральных чисел в множество В называется последователь- 
ностью элементов множества В и обозначается символом ([,) пел. 
Для обозначения последовательности { употребляется также сим- 


ВОЛ 
Го, Й, в э+у я 


Пример 2. Каждое отображение { конечного множества А 
в множество В называется конечным семейством элементов мно- 
жества В. В частности, конечными семействами являются отобра- 
жения примеров 1, 3—8 $ 6. 

Замечание. Конечность семейства {== ({(х))„=_ означает конеч- 
‘ность множества индексов А этого семейства, а не конечность его 
множества значений В. Например, последовательность { со зна- 
чением [| (п) = В — {—1, 1} для каждого номера п не является 
конечным семейством, хотя его множество значений В=={—1, 1} 
конечно. 

Пример 3. Конечные семейства элементов множества В, име- 
ющие множество индексов А= {1, 2,..., п}, составленное из но- 
меров |, 2,..., и, называются строками длины п, составленными 
из элементов множества В, и обозначаются символом (Вт, 6», ... 

‚ 6.) или 61:62...6,. При этом говорят, что образ 6; номера | 
является |-м элементом строки 6102...6, или что он расположен 
на |-м месте в этой строке. 

Иногда множество В называют алфавитом, элементы множе- 
ства В — буквами и вместо «строка длины п, составленная из 
элементов множества В», говорят «слово длины п, составленное 
из букв алфавита В». 

В частности, фе, Цте, [о9е, абса, е@сй являются словами дли- 
ны 4, составленными из букв латинского алфавита. Строки 00, 01, 
10, 11 составляют множество всех слов длины 2, составленных 
из букв алфавита В == {0, 1}. 


2.8. Сумма и произведение конечного семейства чисел 


Часто приходится складывать или перемножать несколько 
чисел. Формально дело сводится к определению суммы и произ- 
ведения конечного семейства чисел. Они определяются с помощью 
принципа индукции. 
| 1. Для семейства ({(х)„=д чисел, имеющего пустое множество 
индексов А=О, определяем сумму и произведение соответственно 
равенствами 


хЁ@=0, П[ = 
х=оО х=оО 


Так определенные сумма и произведение коммутативны и ассо- 
циативны. 
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2. Для каждого номера п, если для каждого семейства 
({(х))„е^ Чисел, имеющего множество индексов 4, составленное 
из И элементов, определены коммутативные и’ ассоциативные 


’ сумма и произведение р Г (х), — 7 (х), определяем сумму и ‘про- 


изведение для в — а (1(х))==в чисел, имеющего 
множество индексов В, составленное из п--| элементов, соответ- 
ственно равенствами 


2) = 2.19) + К, 
П 19 = П ®.КЬ. 
х=В ХЕА 


В этих равенствах 6 обозначает произвольный элемент множества 
Ви А=В— {5}. Из коммутативности и ассоциативности сложения 
и умножения, а также суммы и произведения произвольных п чи- 
сел вытекают однозначная определенность, коммутативность и ас- 
социативность суммы и произведения рассматриваемых произволь- 
ных и--| чисел. 

По принципу индукции из сказанного следует, что для каждо- 
го конечного семейства чисел определены коммутативные и ассо- 
циативные сумма и произведение. 

Сумма и произведение семейства чисел ({(х))„-д обозначают- 
ся соответственно символами 


х |, ПЕ). 
ХЕЛА ХЕА 


Если множество А индексов составлено из номеров 0, 1,..., т, 
то используют также символы 


х 19-х - ++. +1) 


О<х<т: 


п_ Г) = П/9 = Г.Г. -..- К. 


0<х<т 


Такие символы для сумм были использованы в примерах | и2 
из 6 7. 


3.8. Примеры 
Рассмотрим несколько примеров. 
Пример 1. Если А== {0, 1, 2, 3} и [(х) =х, то 
Ро = Х РГ =Но) + [О +12) +13) = 


=0+1+2+3]= 
П 7 (®) = ,Р 69 =1(0)./ (1) -[(2) -[(3) =0.1.2.3 =0. 


хХЕА <х< 
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Пример 2. Если А={(—1, —1), (—1 +0, (+1 - В, 
(--1, Е} и И —=Ы—2, И-Ь + =0, АЧЬ —10=0, 
Г-ЕЬ -Е`=2, то 


а) = Р-НЕ ОЕ -Э+Кььуе 


= +0+0+2=0. 
Пример 3. Если А= {00, 01, 10, 1} и /(00) ==, #1) = 


1 3 ] о 3 


Э 
И. ГО =, В ть то 


2 Ро) = 1 (00) + 1 (01) + 1 (10) +7 = 1. 


— 
— 


Пример 4. Коммутативность суммы означает, что для каждой 
перестановки р конечного множества индексов А равны сумма 
семейства ({(х)).=-_ и сумма семейства ({(р(х)))„=^, полученного 
из него с помощью перестановки р: 


ХЕ = ХО). 
хЕА = ХЕЛА 


В частности, если множество АД состоит из элементов [и 2, 
то дело сводится к коммутативности сложения: 


О-ЕЕ2) =К2) +КО. 


Если А и | из примера 3, а перестановка р определяется таб- 
лицей 


то из коммутативности суммы следует равенство 


241 (%) = 1 (00) + (01) + (10) + Гай = 


=7 (11) + Г(10) + (01) + Г (00) = 2 (*)). 


Пример 5. Ассоциативность суммы означает, что для каждого 
конечного семейства (А,),-к непустых попарно не пересекающихся 
частей А, конечного множества А, каждый элемент которого 
принадлежит некоторой из этих частей, равны сумма семейства 
(1(х))х-л И сумма семейства (5(Ё),-к, элементами которого явля- 


ются суммы д () = 2 [(х) семейств ({ (х))х=ль: 
Х=Ар 


21% = > >! 


ХЕА РЕК хЕЕА Ё 


42 


В частности, если множество А состоит из элементов 1, 2 и 3, 
то дело сводится к ассоциативности сложения 


(1) -ЕР(2) КЗ) = (а)--Е2) РЗ) =КО- (2) +ГЗ)). 


Пример 6. Рассмотрим множество А= {000, 001, 010, 011, 100, 
101, 110, 111}, образованное всеми строками длины 3, составлен- 
ными из элементов 0 и 1. Рассмотрим множество К= 101: 2. 3} 
‚и семейство (А,),-к непустых попарно не пересекающихся частей. 

— {000}, А.={001, 010, 100}, А.={011, 101, 110}, А.= {111} 
множества А. Каждый элемент множества А принадлежит неко- 
торой из этих частей. Обозначим символом $(х) число единиц 
в каждой строке х из множества А и рассмотрим число а поло- 
жительное и меньшее единицы: 0<а=<1. Определим семейство 
(71(х))„-^ равенствами 


7 (х) == а*® (1—а)3-*6. 
В частности, | 
(000) = (1—а)3, 71(001) =а(1—а)?, 
О ==) ТИ) =. 
В этом случае из ассоциативности сумм следуют равенства 


То = 2 а = 27+ > 9+ 21+ 
+ „2. (000) - (# (001) + 1 (010) + #1 (100)) + (7 (011) + 


7 (101) +110) + # (111) = (1 — а) + За (1 — а)? + За? (1 — а) + 
-Е а3 = ((1 — а) + а) = 1. 


4.8. Объединение и пересечение семейства множеств 


По аналогии с.определениями объединения и пересечения 
двух множеств определяются объединение и пересечение семейст- 
ва множеств. 

Рассмотрим семейство (Р(Х))„=д, элементы Ё(х) которого яв- 
ляются частями множества И и которое имеет непустое множество 
индексов А. Объединением семейства (Р(х))„-_ называется мно- 
жество ИР), образованное всеми элементами множества (0, 

хе 


которые принадлежат хотя бы одному из множеств Е(х). Пере- 
сечением семейства (Р(х))„-„ называется множество [] Е (Хх), 
’ ХЕА 


образованное всеми элементами множества И, которые принадле- 
жат каждому из множеств Ё(х). 

Кроме того, объединение и пересечение семейства (ЁР(х))хел 
частей множества ЁР(х), которое имеет пустое множество индек- 
сов А, определяются соответственно равенствами 


= ПРО =Ы 
Х=О хЕО 
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Замечание. Данное определение пересечения семейства мно- 
жеств, имеющего пустое множество индексов, объясняется жела- 
нием сделать верными и для этого случая равенства 


(бе) = Д.Р, (ДР = ЦР 


обобщающие теорему де Моргана. 

Если множество индексов А конечно и составлено из номеров 
0, 1, 2,..., т, то для обозначения объединения и пересечения 
семейства (Р(х)),„-д используют также символы: 


И 2 = ОЕ =Е® 02)... 0 Е), 


0<х<т 
П Е-=ПЕФЕЕЮПЕЮОП ... ПЕ. 
0<х<т Х=0 


Если множество индексов А состоит из двух элементов, то 
дело сводится к объединению и пересечению двух множеств, 
и используются обычные обозначения. 

Непосредственно из определений следует, что объединение 
и пересечение семейства множеств коммутативны и ассоциативны 
в том же смысле, в котором коммутативны и ассоциативны сумма 
и произведение семейства чисел: перестановка множеств и их 
группировка не изменяют объединения и пересечения семейства. 

Пример. Если И={000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 11}, 
А = {0, 1, 2, 3}, Е(0) ={000}, ЕР, ={001, 010, 100}, Р.={011, 101, 
110}, Ез= {111}, то, как нетрудно проверить, 


ПЕ) = 0 Е®=ЕФОЕ@ОЕ@) ЦЕ) 59, 
089 = П.Е@®=Р®ПЕФЕР ПЕ =0. 


0<х<3 


Глава 2 


ЭЛЕМЕНТЫ КОМБИНАТОРИКИ 


Комбинаторика изучает способы подсчета числа элементов 
различных конечных множеств. Важную роль в комбинаторике 
играют правила сложения и умножения. С их помощью решаются, 
в частности, классические задачи о числе перестановок, выборок 
и размещений. 

При первом чтении рекомендуется ограничиться параграфами 
1—5 этой главы. | 

Определения встречающихся терминов можно найти в главе |. 

Задачи к главе 2 собраны в главе | части []. 
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$1. ПРАВИЛА СЛОЖЕНИЯ И УМНОЖЕНИЯ 


Правило сложения для двух множеств выражает основное 
свойство числа элементов конечного множества. Это правило мож- 
но принять в качестве аксиомы. Интуитивно оно представляется 
очевидным. 


1.1. Правило сложения 


Условимся число элементов конечного множества А обозна- 
чать символом п(А). 
т 1. Число элементов пустого множества О равно нулю: 
п(0)=0 
| Пример 2. Число элементов множества и образованного 
единственным элементом а, равно единице: п ({а}) =1. 
Пример 3. Число элементов множества Р== {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, и. 
8, 9}, составленного из цифр, равно десяти: п(Ё) —10. 
Правило сложения. Число п(А--В) элементов суммы А-В 
не пересекающихся конечных множеств А и В равно сумме 
п(А)-п(В) чисел п(А) и п(В) элементов этих множеств. 
Правило сложения можно записать коротко следующим обра- 
зом: 


п(А-В) =п(А)-+п(В) (АВ=0О0). 


Пример 1. 
п({1, 2, 3, 4, 5, 6}) =п({2, 4, 6} ) Е п({1, 3, 5}). 
Пример 2. 
п({а, 6, с,..., и, 2}) =п({а, е, 1 о, и}) т (4, с, а,..., и, 2}). 
Пример 3. 


п({0, 1,2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} -2л({0, 1, 2, 3,4, 5} )--п({5, 6, 7, 8,9}. 


Замечание. Пример 3 показывает, что условие АВ==0 об от- 
сутствии у множеств А и В общих элементов существенно для 
правила сложения. 


2.1*. Общее правило сложения 


Используя принцип индукции, легко вывести из правила сло- 
жения общее правило сложения для конечного семейства множеств. 

Рассмотрим семейство (Ё(Х)„ел, элементы ЁР(х) которого 
являются попарно не пересекающимися конечными частями мно- 
жества ПО и которое имеет конечное множество индексов А. Усло- 
вимся объединение множеств этого семейства называть также его 
суммой и обозначать символом У ГР (<). 

ХЕА 
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Пример 1. 
О а В 
Е(0) = {9, 4, 6}, Е(1) = (1, 3, 5}, 
А= {0, 1}, 
ХЕ =Е(0) А: 


Пример 2. 
а И и 
Е(0) = {0, 1, 2}, Р(3) ={3, 4, 5}, Р(6) = {6, 7, 8}, 


А = {0, 3, 6}, 
УХЕ(х) =Е(0) + Е(3) + Е (6) = {0, 1,2, 3, 4,5, 6, 7, 8}. 
хХЕЛА 
Пример 3. 


(== {000, 001, 010, 100, 011, 101, 110, 111}, 
Е (0) = {000}, (1) ={001, 010, 100}, Е(2) ={0, 101, 110}, 
Е (3) ={МП, А= 0, 1,2, 3}, 
ЖЕ () =Е(0) Е) +Е(2) + Е(3) =Ц. 


хЕЛА 


Общее правило сложения. Число п(УЕ(х)) элементов суммы 
— (х) попарно не пересекающихся конечных множеств 

Е(х) равно сумме хи (Р(х )) чисел п(Е(х)) элементов этих 
множеств. 

— Рассмотрим множество М всех номеров 7 таких, что об- 
щее правило сложения верно для всех семейств (2 (х)) сл попарно 
не пересекающихся конечных частей Ё(х) множества И, имеющих 
множество индексов 4, составленное из #1 элементов. 

1. О=РМ. Это вытекает из определений. В самом деле, если _ 
множество А имеет 0 элементов (т. _ является пустым множест- 


вом О), то, по определению, сумма РЯ Е (х) пустого семейства мно- 


жеств (Ё(х)).<о равна пустому множеству О, а сумма » п(Ё (5) 
хеЕО 
пустого семейства чисел (п(Ё(х))).=о — числу 0. И следовательно, 
"($ 76))="©=0= ХР. 
хЕО хЕО 


2. Для каждого натурального числа п, если пеМ, то 
п--1=ЕМ. В самом деле, рассмотрим семейство (Ё(х)).=в попарно 
не пересекающихся конечных частей Ё(х) множества И, имеющее 
множество индексов В, составленное из и--1 элементов. Из пра- 
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вила сложения вытекает, что для каждого элемента БеЕВ и мно- 
жества 4=В— {6} остальных элементов верны равенства 


п [1257 й =п [р (х) + Ев) =п (27 9+ п (Е (6)). 


Множество А состоит из п элементов. Поэтому, если пеМ, то 


-(.и®) = ме 


_ и, следовательно, 
п (Ее }-2 п (Е (х) +1 (ЕР (5)) = 2 п (Е (х)), 


ЕВ 


т. е. п 1ЕЕЛМ. 

Таким образом, условия |1 и 2 принципа индукции выполнены, 
значит, множество М совпадает с множеством М№ всех натураль- 
ных чисел. Общее правило сложения верно. -- 

Пример 1. 


п ({2, 4, 6} {1, 3, 5} ) =п({2, 4, 6} п (1, 3, 5}). 
Пример 2. | 
п({000} + {001, 010, 100} + {011, 101, 110} {111} ) = 
—=и ({000}) п ({001, 010, 100}) + и({011, 101, 110})-+в({111}). 
Пример 3. | 
п({0, 1, 2}--{3, 4, 5} -{6, 7, 8}) =п({0, 1, 2}) + "({3, 4, 5})-+ 
п ({6, 7, 8}). 


Замечание. Пример | повторяет пример 1 пункта 1.1. Это по- 
вторение поясняет тот факт, что правило сложения для двух 
множеств является частным случаем общего правила сложения. 


3.1. Правило умножения 


Из общего правила сложения выводится правило умножения. 

Рассмотрим произвольные множества А и В. Каждые элемен- 
ты аеА и БеЕВ определяют упорядоченную пару аб. Множество 
всех таких пар образует декартово произведение АЖВ множеств 
А и В. 

Пример 1. 


А=В=={0, 1..., 9}, — АЖВ= 400, 01,..., 99}. 


Пример 2. 
ЕЕ], В 8}, ВЕВНО: ее й}, 
АЖВ== Па, 16,..., 8}. 
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Пример 3. 
А = {1, И 8}, В=={а, А й}, 
ВЖА=={а1, а2,..., #8}. 


Замечание. Примеры 2 и 3 показывают, что АЖВ=ЕВХЖХА. 

Правило умножения. Число п(АЖВ) элементов декартова 

произведения АЖВ конечных множеств А и В равно произве- 

дению п(А)Жп(В) чисел п(А) и п(В) элементов этих мно- 

жеств. | 

— Для каждого элемента хеЕА обозначим символом ЁЕ(х) 
множество всех упорядоченных пар ху, составленных из элемента 
х и произвольного элемента уеВ: 


Е) = ЖЕ. 


Эти множества попарно не пересекаются, и число элементов в каж- 
дом из них равно числу элементов множества В: 


п(Е(х)) =п(В). 


Сумма всех множеств Р(х) равна декартову произведению АЖВ 
множеств А и В: 


УЕ(я) = УХ [х|хВ = АХВ. 
х=А Х=А 


По правилу сложения из сказанного следует, что 
"(АхВ) = Уп} В) = п(АХиВ). 


метк: 
х=А 


Правило умножения доказано. -- 


Пример 1. | 
Ве 0 АО: Безо 
„у 9%) ==100: 
Пример 2. 
| РФ С а 
=и(11, 2, .,:; 8) ХеЦа, 5, .., = 64. 
Пример 3. 


п({0, 1}Ж{0, 1}) =и({0, 1) Жи (0, 1) =4 


4.1*. Общее правило умножения 


Используя принцип индукции, легко вывести из правила 
умножения общее правило умножения для конечного семейства 
множеств. 

Рассмотрим семейство (Р(Х));ел, элементы Е(х) которого 
являются частями множества В и которое имеет множество ин- 
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дексов А. Рассмотрим также часть П Р(х) множества Я всех 
ХЕА 

частей произведения АЖВ, образованную всеми семействами 

(1(х))„ед, такими, что |(х)ЕЁ(х) для каждого хеА. Условимся 


называть множество ый Е (х) декартовым произведением семейст- 


ва (Р(х))хел. Определение декартова произведения семейства 
множеств можно записать равенством 


РО) = {(7 (%)) вл: }(%) Е (х) (хе А)}}. 


В частности, если ДА==О, то единственным элементом множества 
П РЕ (х) является пустая часть множества АЖВ. 


Если Е (Хх) =В для каждого индекса хе, то декартово про- 
изведение семейства (Р(х)).е_ называется декартовой степенью 
А множества В и обозначается символом В^. Это множество 
образовано всеми отображениями множества А в множество В 
или, что эквивалентно, всеми семействами элементов множества 
В, имеющими множество индексов А. 

Если множество индексов А составлено из номеров, то для 
обозначения декартовых произведений множеств используются 
символы, аналогичные обозначающим произведения чисел. 

° Пример 1. Если А== {1, 2, 3}, В={0, } и Ё(1) ={0}, Е(2) = 
= {1}, 2Р(3} = {0, 1}, то 


П Р(х) =Е(1хЕ(2)ХЕ (3) = {0} {ПХ {0, 1} = {010,011;. 


хЕЛ 


Пример 2. Если В == {0, 1}, А= {1,2, 3} иЁ(1) =Е (2) =Е(3) = 
‚то 
П 2 (®) = В^ = (0, 1} х (0, 1} Х (0, } = 


хЕА 


Пример 3. Если В==В является множеством всех вещественных 
чисел, а А—=М — множеством всех натуральных чисел, то В^= 
—/АЮ^М является множеством всех последовательностей веществен- 
ных чисел. 

Рассмотрим семейство (Ё(х))„-_ конечных частей Е(х) мно- 
жества В, имеющее конечное множество индексов ДА. 

Общее правило умножения. Число п(ПЕ(х)) элементов де- 

картова произведения ПЕ(х) конечных множеств Е(х) равно 

произведению Пп(ЕР(х)) чисел п(Е(х)) элементов этих мно- 
жеств. 

— Рассмотрим множество М всех номеров 7 таких, что об- 
щее правило умножения верно для всех семейств (Р(х))„=_ конеч- 
ных частей Р(х) множества В, имеющих множество индексов А, 
составленное из 71 элементов. 

1. ОЕМ. В самом деле, если п(А)=0 и, следовательно, 


А=0, то единственным элементом произведения П Ё(х) является 
х=оО 
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пустое семейство. В то же время произведение П п(ЁЕ(х)), по опре- 
хЕО 


делению, равно единице. Значит, 
т Е =. Шоп (ЕЁ (х)). 
хеЕО хеЕО 


2. Для каждого натурального числа п, если пеЕМ, то п-+1е 
ЕМ. В самом деле, рассмотрим семейство (Ё(х))„сс конечных 
частей ЁР(х) множества В, имеющее множество индексов С, со- 
ставленное из и--| элементов. Рассмотрим также произвольный 
элемент сЕС и множество А=Ср— {с} остальных элементов. Ото- 
бражение 


(1(%) ес —* ((Г(Х)) ел» [(с)) 


является  изоморфизмом множества П Р(х) на множество 
хЕС 

Н ЕР (х)хЕ (©). Следовательно, число элементов в этих множествах 

хЕА 


одинаково: 


п =. ()) =: и (х)жЕ (<). 


Из правила умножения вытекает, что 
п П ан ый ( ПЕ (*))Хи(Р (с)). 
ХЕЛА ХЕ 


Множество А состоит из ий элементов. Поэтому, если пеМ, то 
в Ри = П п(Ё (%)) 
хЕЛ хЕЛА 


и, следовательно, 


п ее (°)) = Ш п (2.05) Хл (6 (©) = Поп), 


Хх 
т. е. п 1еЕМ. 
Таким образом, условия [1 и 2 принципа индукции выполнены 
и, значит, множество М совпадает с множеством М всех натураль- 
ных чисел. Общее правило умножения верно. -- 


Пример 1. Если В = {0, 1}, А= {1, 2, 3} и Е(1) ={0}, Е(2) = 

='41}, 2(3) ={0, 1}, то 
п(ПР(х)) =Ни(Е(х)) =п(Е(1)) Жи(Ё(2)) Жп(Е (3) ) = 
ых | оы, | 

Пример 2. Если В={0, 1}, А={1, 2, 3} и Е(1) =Е(2) = 
= (3)=В, то 

п(ПЕ(х)) =п(В*) =п(В) Жи(В) Жп(В) =п(В)* “^^ =2—8. 

Пример 3. Для каждых конечных множеств Аи В верно ра- 
венство 


п(В^) Е 


Задачи к $ | собраны в $ 1 главы 1 части П. 


50 


$ 2. ПЕРЕСТАНОВКИ 


Классической задачей комбинаторики является задача 
о числе перестановок, содержание которой можно выразить воп- 
росом: сколькими способами можно переставить п различных 
предметов, расположенных на п различных местах? 


1.2. Примеры 


Рассмотрим несколько примеров. 

Пример 1. Сколькими способами можно переставить три мо- 

неты [, 2, 3 копейки, расположенные соответственно на трех 

местах с номерами 1, 2, 3? 

Каждую перестановку монет 1, 2, 3 копейки на местах с но- 
мерами |, 2, 3 можно описать перестановкой $ множества А== 
—{1, 2, 3}. В частности, если каждая монета остается на своем 
месте, то соответствующая перестановка является тождественной 
и описывается таблицами 


& НЕ 


$(х) |123 


Если монеты | и 2 меняются местами, то соответствующая 
перестановка описывается таблицами 


х 


|2 вы 


к 


Вообще, если каждая монета х переставляется на место $(х), 
то соответствующая перестановка описывается таблицей, верхняя 
строка которой составлена из значений х, а нижняя — из распо- 
ложенных под ними соответствующих значений $ (Хх): 


112 3` ин тж р: Риы ра 

|123} р о Зо ` (312) [231 | 

Нетрудно непосредственно проверить, что эти таблицы описы- 
вают все возможные перестановки множества А == {1, 2, 3}. 


Таким образом, монеты 1, 2, 3 копейки на местах с номерами 
1, 2, 3 можно переставить 


5(х) |213 


1.2.3 ==6 


способами. 
Пример 2. Сколькими способами можно пересадить четырех 
гостей 54, 8, ®, 9), сидящих соответственно на четырех ме- 
стах 1, 2, 5, 42 
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Каждую пересадку гостей 94, %, й, 9) на местах 1, 2, 3, 4 
можно ‘описать подстановкой вместо А==\{1, 2, 3, 4} множест- 
ва В=={.57, %, ®, 9}. Если на каждое место х пересаживается 
гость $(х), соответствующая подстановка описывается табли- 
цей, верхняя строка которой составлена из значений х, а ниж- 
няя — из расположенных под ними соответствующих зна- 
чений 5(х): 


ным ыы 3:4 в 
94а, | яже2 Ра РБ 
В 23 ры и 
ит а го \Фяях ем 
+): ин ты |. 
мы Фея ’\демя’\ ея, 
№ ы в 5 > ры Г 
ры д0Ф\ яве 
ВЫ ры РЫ 
я ’\ тия’ дяде 
ро аа Гоа оз а 
мера) (риоя) ыыы. 


Нетрудно убедиться в том, что эта таблица описывает все 
возможные ое вместо А=={1, 2, 3, 4} множества В== 
—{57, %, ®, 9)}. Действительно, в букву Е) отображается либо 
номер 1, либо 2, либо 3, либо 4. В каждом из этих случаев в оста- 
ющиеся три буквы &, ®, 9) произвольным образом отображаются. 
остающиеся три номера: либо 2, 3, 4, либо 1, 3, 4, либо 1, 2, 4, 
либо 1, 2, 3. Соответствующие подстановки описываются столб- 
цами полученной таблицы подстановок. 

Таким образом, гостей 57, 8, ®, 9) на местах 1, 2, 3, 4. можно 


пересадить 
| 6.4—1.2.3.4=24 
способами. 

Пример 3. Сколькими способами можно переставить буквы 

в слове сате? 

Каждую перестановку букв в слове сате[ можно описать под- 
становкой вместо А== {1, 2, 3, 4, 5} множества В == {с, а, т, е, П 
Если на каждое место х в слове ставится буква $(х), то соот- 
ветствующая  подстановка описывается таблицей, верхняя 
строка которой составлена из значений х, а нижняя — из 
расположенных под ними соответствующих значений 5(х). 
Например, 


12345\ ИНАЯ пнны Ренн 


) ) ) ы 
бат ас те [ с тае 1 стеа{1 


сл 
5 


По аналогии с. примером 2 подсчитаем число всех таких под- 
становок. В букву а отображается либо номер 1, либо 2, ..., ли- 
бо 65. В каждом из этих случаев в остающиеся четы- 
ре буквы с, т, е, [ произвольным образом отображаются остаю- 
щиеся четыре номера: либо 2, 3, 4, 5, либо 1, 3, 4, 5,..., либо 
1, 2, 3, 4. Из примера 2 ясно, что таких подстановок 24. 

Таким образом, буквы в слове сате][ можно переставить 


24.5=1.2.3.4.5=120 


способами. 


2.2.Формула для числа подстановок 


Рассмотрим произвольное натуральное число п и множества 
А, В, состоящие каждое из п элементов. По определению, подста- 
новкой вместо А множества В называется взаимно однозначное 
отображение А на В. Обозначим символом $(А, В) множество 
всех подстановок вместо А множества В. Число этих подстановок, 
т. е. число элементов множества $ (А, В), определяется числом п 
элементов множеств А, В и обозначается символом п! (эн-факто- 
риал). 

В частности, если п==0 и множества А, В пустые, то множест- 
во э (А, В) состоит из пустой подстановки и 


01==1. 


Если п=!|! и каждое из множеств А, В состоит из единственного 
элемента, то, очевидно, множество $ (А, В) состоит из единствен- 
ной подстановки вместо элемента из А элемента множества В. 
Следовательно, 


11=]. 
Если п=2 и каждое из множеств А, В состоит из двух элементов: 
А= {а, 6}, В= {с, а}, 
то множество $ (А, В) состоит из двух подстановок: 


ив [а <) 


21=И 2=1.2=2. 


Подсчет числа подстановок в примерах 1, 2, 3 показывает, 
что 


Следовательно, . 


31=2!.3=1.2.3, 4!=3!.4==1.2.3.4, 
5! =4!.5=1.2.3.4.5. 


Эти равенства подсказывают общую формулу для числа под- 
становок. Используя общее правило сложения и принцип индук- 
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ции, нетрудно доказать, что для каждых натурального числа п>>0, 
множества А из п элементов и множества В из п элементов чис- 
ло п! всех подстановок вместо А множества В равно произведе- 
нию |[.2....-п чисел 1, 2,..., И. 
Для п=0 символом 1.:2.....П будем обозначать число 1. 
При этом условии для каждого натурального числа п верна 
Формула для числа подстановок: 


п|\=1.2. 


— и множество М всех натуральных чисел т, для 
которых 1!==1.2....-т, т. е. таких, что для каждых множества 
А из т элементов и множества В из т элементов число всех под- 
становок вместо А множества В равно 1.2.....т. 

1. Число 0 принадлежит множеству М, так как т!==1= 
=1.2.:... т при т==0. 

2 Для каждого натурального числа п верно предложение — 
если п принадлежит М, то п-1 принадлежит М. 

Действительно, рассмотрим произвсльные натуральное число 
п и множества А, В, состоящие из п--|1 элементов. Рассмотрим 
также произвольный элемент 6 множества В. Для каждого элемен- 
та х множества А обозначим символом Ё(х) множество всех под- 
становок вместо А множества В, при которых х отображается в 6. 
Множества Р(х) попарно не пересекаются, и их сумма равна мно- 
жеству 5 (А, В) всех подстановок вместо А множества В. Это выте- 
кает непосредственно из определений. Если подстановка $ принад- 
лежит множествам Р(х) иР(у) для некоторых х и у из множества 
А, то из взаимной однозначности $ и равенств $(х) =6==$(у) сле- 
дует равенство х==у. Значит, при каждых различных х и у множе- 
ства Р(х) иЕ(и) не пересекаются. Каждая подстановка $ вместо А 
множества В отображает А на В. Следовательно, $(х)==6 для 
некоторого хеЕА, $ принадлежит множеству Г(х) и сумма всех 
множеств ЁА(х) равна множеству $ (А, В): 


(1) ХЕ (х) =5(А, В). 


Для каждого хеЕА множество Р(х) подстановок вместо А 
множества В, отображающих х в В, изоморфно множеству 
5 (А—{х}, В {6}) всех подстановок вместо А—{х} множества 
В— {6}. Действительно, каждая подстановка 5=Ё(х) определяет 
подстановку =5(А—{х}, В—{6}) со значением Ё(у)=5(у) для 
каждого уЕА—{х}. Различные подстановки $ из Р(х) определяют 
по этому правилу различные подстановки 1, и каждая подстановка 
г из э(А—{х}, В—{5}) определяется некоторой подстановкой $5. 
Следовательно, правило определяет изоморфизм (взаимно одноз- 
начное отображение) Р(х) на 5(А—{х}, В{5}). Значит, эти 
множества имеют одно и то же число элементов п! 

Если в принадлежит множеству М, то 


(2) п 9. 
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По правилу сложения число элементов суммы всех множеств 
Е(х) равно сумме чисел элементов этих множеств: 


(3) п(УР(х)) =Уп(Е(х)). 
Из равенств (1)—(3) следует, что 
(и 1)1=я (ХЕ (х)) =Уи(Е(х)) =п! (п- 1) =1.2....:п(1П-. 


По принципу индукции из доказанного вытекает, что формула 
для числа подстановок верна. -- 
Пример 1. Рассмотрим множества А== {1, 2, 3} и В== {а, Ь, с}. 


В этом случае | 

но авы [2 
п зоны 
И 


саф 
Первые подстановки $ множеств Р определяют подстановки {1 со- 
ответствующих множеств $, вторые — вторые подстановки из 5. 

Пример 2. В примере | из пункта 1.2 при 6 =. множества Е 
описываются столбцами рассматриваемой там таблицы подста- 
НОВОК. 

Из формулы для числа подстановок, в частности, следует, что 
число всех перестановок (т. е. взаимно однозначных отображений 
на себя) произвольного множества из И элементов равно п = 
=]. -П. 

Формула для числа подстановок дает решение классической 
задачи о числе перестановок: ий различных предметов, о 
женных на п различных местах, можно переставить т==|.....п 
способами. | 


асф 


$ 3. ВЫБОРКИ 


Классической задачей комбинаторики является задача о чис- 
ле выборок, содержание которой можно выразить вопросом: 
сколькими способами можно выбрать т из п различных предме- 
ТОВ? 


1.3. Примеры 


Рассмотрим несколько примеров. 

Пример 1. Сколькими способами можно выбрать две из трех 

монет 1, 2, 3 копейки? 

Каждую выборку т=2 из п==3 монет 1, 2, 3 копейки можно 
описать частью У множества В=={1, 2, 3}, составленной из т==2 
элементов. Если выбираются монеты 1, 2 копейки, то У={!, 2}, 


# 
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1, 3 копейки — У={1, 3}, 2, 3 копейки — У={2, 3}. Эти части 
‘составляют класс 


92 (41, 2, 3}) = 441, 2}, {1, 3}, {2, 3}}. 


Нетрудно установить зависимость между числом р множеств 


этого класса и числом 3! перестановок множества В=={1, 2, 3}. 
Каждые подстановки $ вместо А={1, 2} множества У и подста- 
новка # вместо В А=={3} множества ВЫ—У определяют переста- 
новку и множества В== {1, 2, 3}: 


у | | р 
{1,2 2) (5) (23) 
1 (5) 13) 
а 1031 10:3) 
1) (5) 12 
{2,3} Ь 3 (1) оз, 
(2) (о 21) 


В этой таблице для каждого множества У в соответствующих 
строках столбцов $ и Ё расположены подстановки из множеств 
$ (А, У) и $(В-А, ВУ). Множества ЁЕ(У)=5(А, У) Ж$(В—А, 
В— У) пар подстановок $, Ё не пересекаются и в сумме образуют 
множество, число элементов которого равно числу всех переста- 
‚новок множества В. В соответствии с правилом умножения число 
пар подстановок $, Ё& в каждом из множеств Р(У) равно произве- 
дению 2!(3—2)| чнсла всех подстановок $ из 5(А, У) на число 
всех подстановок Ё из $ (В-А, ВУ). Число множеств ЁЕ(У) рав- 


но числу (5) множеств У в классе $ ({1, 2, 3}). В соответствии 


с правилом сложения из сказанного следует, что 


3 3 31 


Таким образом, выбрать две из трех различных монет можно 


о = 3 способами. 


Пример 2. Сколькими способами можно выбрать двух из че- 
тырех гостей 54, 8, ®, 9)? 
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Каждую выборку т==2 из п=4 гостей 57, 8, ®, 4) можно 
описать частью У множества В =={.5%, %, ®, 9)}, составленной из 
т==2 букв, обозначающих выбранных гостей. Эти части составля- 
ют класс 


922 (4.54, ея ©, 92}) = {{54, 3}, {55, $}, 155, У, 
{9, $}, {%, 9}, {®, 9)}}. 


Как и в примере 1, существует зависимость между числом 


множеств этого класса и числом 4! перестановок множества 


В=={5/, %, ®, 9)}. Каждые подстановка $ вместо А=={5/, ®} 
множества У и подстановка Ё вместо В—А=={®, 9} множества 
В—У определяют перестановку ий множества В={5, %, ®, 9}: 


ый $ [ и 
О ИЕ ИО И БИ 
ия) | (62) | (4252) 
(52 —. | @ 2 %°9 
21) | 8 | в 
_’ я я # 9 5%$е2 
#5) 22) (че) 
Е (2$) (9458) 
т #2) ЕР 
[5 Я # Ф 48$Ф$ 
2. #8 | 59| 6:58 
=) (а 2) а, 
ея) | (2%) о 


Упражнение. Закончить составление таблицы. | 

Снова множества Е(У)=5(А, У) Ж$(В-—А, В—У) пар под- 
становок $, [, описываемые средними клетками таблицы, не пере- 
секаются и в сумме образуют множество, число элементов которо- 
го равно числу всех перестановок множества В. В соответствии 
с правилом умножения число пар подстановок $, Е в каждом из 
множеств Р(У) равно произведению 21!(4—2)|! числа всех подста- 
новок $ из 5(А, У) на число всех подстановок # из 3(В—А, 
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В—У). Число множеств Ё(У) равно числу [5 множеств У в клас- 


се 9#2({5, %, ©, 93)}). В соответствии с правилом сложения из 
сказанного следует, что 


4 (4 д 


Таким образом, выбрать двух из четырех различных гостей 


можно › — 6 способами. 


Пример 3. Сколькими способами можно выбрать три из пяти 

букв слова сатеГ? 

Каждую выборку 1==3 из п=5 букв с, а, т, е, [ можно опи- 
сать частью У множества В = {с, а, т, е, [}, составленной из вы- 
бирающихся 71==3 букв. Эти части образуют класс 


аа тай) = Ца т}, сае о лце), 
пе са от ати се 0, 
120. 20 
Как и в примерах 1, 2, существует зависимость между чис- 
лом я множеств этого класса и числом 5! перестановок множе- 
ства В={с, а, т, е, }. Каждые подстановка 5$ вместо А= 


—={с, а, т} множества У и подстановка # вместо ВЬА множества 
В— ТУ определяют перестановку и множества В== {с, а, т, е, Ц}: 


а 5 1 и 
И я 
а |) | (22:1 
(ам (ге) т» 
Ре (1) ВАН 
сат е | . сате{[ 
те и | вето) 
ры Е 
ван: |6 ПН 
сат е [ | и 
о Е.) | стае, 
м. Е | (1112 
о. (1 а. 
тса е[) | тсае! 
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у | $ | [ р | и в 
| сат е [ — Е: 
о [е тса 1е 
сат е [ и, 
о е [ атсе 1 
сат [ и. 
| е. а а ве 
| сат — Е 
сае т Г, сает 1 
а. сат е | | 
| се [т ет 
|. 


Множества Е(У) =С(А, У) Ж5(В—А, ВУ) пар подстановок 
$, Ь описываемые средними клетками таблицы, не пересекаются 
и в сумме образуют множество, число элементов которого равно 
числу 5! всех перестановок множества В. Число пар подстановок 
$, в каждом из множеств Ё(У) равно произведению 3!(5—3)!, 


а число множеств Е(У) — числу я множеств У в классе 
ЗРз ( {с, а, т, е, 1). Поэтому 


15 5 5! 
НЕ (5 3)! |, [В 3! (5—3)! 10. 


Таким образом, выбрать три из пяти различных букв можно 


я — 10 способами. 


2.3. Формула для числа выборок 


‘Рассмотрим произвольное натуральное число п, натуральное 
число 71=< и и множество В из п элементов. Каждую часть У мно- 
жества В, составленную из т элементов,. условимся называть 
выборкой т из п элементов множества В. Класс всех таких выбо- 
рок обозначим символом #„(В). Число этих выборок, т. е. число 
множеств класса %#„(В), определяется числами т, И и обознача- 


п | 
ется символом } Вместо выборка говорят также сочетание. 
т 


В частности, если т==0, класс (В) состоит из пустого мно- 


/ 


п 
жества и Я —=1.Если т==1|, то класс #,(В) состоит из элемен- 
| п 
тарных частей множества В и = п. 
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Примеры 1, 2, 3 показывают, что 


9\ _ `` 4\ 4 
| — 21 (3—2)? |0) 21(4—2)!' 


5) _ 51 
3) 31(05—3)° 


Эти равенства получены вследствие того, что каждая перестанов- 
ка множества В эквивалентна выбору его части У и подстаняовке 
вместо некоторой части А множества В этой части У, а вместо 
части ВА — части В—У. Поэтому число п! всех перестановок 


п 
множества В равно произведению числа ( всех рассматривае- 
т 


мых выборок и чисел т!,(п—т)! всех подстановок вместо А мно- 
жества У, а вместо ВА — множества В—У. Это равенство по- 
зволяет выразить число выборок через число перестановок. По 
такой схеме и доказывается общая 

Формула для числа выборок: 


п) _ п! 
т т (п — т)! ° 
— Рассмотрим произвольное ‘множество А класса Ф„(В). 
Каждое множество У этого класса определяет множество 


Е(У) =5(А, У) Ж$(В—А, ВЬ-—У) 


пар $, { подстановок $ вместо А множества У и подстановок # 
вместо ВЬА множества В—У. 

Так как множества 5(А, У) попарно не пересекаются, то 
и множества Р(У) попарно не пересекаются. 

Каждая пара подстановок $, & из каждого множества Е(У) 
определяет перестановку и множества В со значением и(х) =$ (х) 
для каждого хе и значением и(х) ={(х) для каждого ХЕВ—А. 
Различные пары подстановок $, { определяют по этому правилу 
различные перестановки и. И каждая перестановка и множества 
В определяется парой $, { из множества ЕР[и(А)], образованной 
сужением $ на Аи Ё на В—А перестановки и. Следовательно, 
данное правило определяет взаимно ‘однозначное отображение 
суммы множеств Р(У) рассматриваемого семейства на множество 
5 (В, В) всех перестановок множества В, и эти множества имеют 
одно и ТО Же число элементов п!. 

По правилу умножения и по формуле для числа подстановок 
для каждого множества У класса „(В) число пар подстановок 
$, [ в множестве Р(У) равно произведению т! (п—т)!. Из пра- 
вила сложения и сказанного следует, что 


ми (У) = Ул(Е (У) = м т! (п—т)!. 
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Значит, 


п) _ п! 
т И (п—м)! ° 


Формула для числа выборок доказана. -=- 
В частности, для каждого натурального числа п верны ра- 


венства 
п) _ п] ей 
0 01 (1—0) п!’ 


г = п! с п! __ 
72а =е-тг =* 


т п! __ В(п— 1) 
2)  21(1—2) = 2 | 


Формула для числа выборок дает решение классической за- 
дачи о числе выборок: т из п различных предметов можно вы- 


брать |" | = пт! (п — т)! способами. 
т 


$ 4. РАЗМЕЩЕНИЯ 


Классической задачей комбинаторики является задача о числе 
размещений, содержание которой можно выразить вопросом: 
сколькими способами можно выбрать и разместить по т различ- 
ным местам т из п различных предметов? 


1.4. Примеры 


Рассмотрим несколько примеров. 

Пример 1. Сколькими способами можно выбрать и разместить 

по двум местам 1, 2 две из трех монет 1, 2, 3 копейки? 

Каждые такие выбор и размещение можно описать выборкой 
У двух из трех элементов множества В== {1, 2, 3} и подстановкой 
$ вместо множества А={1, 2} выборки У: на место хЕЕА разме- 
щается монета $(х)=7У. Выборки У и подстановки $ составляют 
первый и второй столбцы примера 1 из $ 3. Рассматриваемые 


( = 3 выборки У образуют класс (В). Каждая выборка У оп- 


ределяет множество $ (А, У) из 2!==2 подстановок $. Всего в этих 
множествах 


. 31 
а |521 а = 3.2 = 6 


подстановок. | 
Таким образом, выбрать и разместить по 2 различным местам 
2 из 3 различных монет можно 6 способами. 
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Пример 2. Сколькими способами можно выбрать и разместить 

по двум местам [, 2 двух из четырех гостей 54, %, ®, 9? 

Каждые такие выбор и размещение можно описать выборкой 
У двух из четырех элементов множества В = {.5$, %, ®, 9)} и под- 
становкой $ вместо множества А={1, 2} выборки у. на место 
хЕА размещается гость $ (х) ЕЕУ. 


Рассматриваемые ‚|= 6 выборок У образуют класс 


7 (В) = (454, 8}, {84, 8}. {57, 2}, (9, $}, (8, $}, ©, ®}}. 


Каждая выборка У определяет множество 5(А, У) из 2!=2 
подстановок $5: 


ЗА, в = |[ | 5). ( я 


пм’. 
| а В 
о (А, 19, &! = } } 
| 9, № 5, 
Всего в этих множествах 
4 4! 
ве = [51а =431 


подстановок. 
_ Таким образом, выбрать и разместить по 2 различным местам 
2 из 4 гостей можно 12 способами. 

Пример 3. Сколько трехбуквенных слов можно составить из 

букв слова сате? 

Составление каждого такого слова сводится к выбору и раз- 
мещению по трем местам 1, 2, 3 трех из пяти букв с, а, т, е, 
Эти выбор и размещение можно описать выборкой У трех из пяти 
элементов множества В = {с, а, т, е, П} и подстановкой $ вместо 
множества А = {1, 2, 3} выборки У: на место хеЕЕА ставится буква 
5 (х) ЕЁ. 


Рассматриваемые [з) —= 10 выборок У образуют класс (В). 


Каждая выборка У определяет множество 5(А, У) из ко под- 
становок $. Всего в этих множествах 


5 В 


подстановок. 
Таким образом, из букв слова сате[ можно составить 60 
трехбуквенных слов. 


2.4. Формула для числа размещений 


Рассмотрим произвольные натуральные числа пи тэ, 
множество А из т элементов и множество В из п элементов, 
произвольную часть У множества В, составленную из т элемен- 
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тов. Каждую подстановку $ вместо А некоторой части У множест- 
ва В назовем размещением множества А по В. Число всех таких 
размещений, т. е. число элементов суммы »5 (А, У) всех множеств 
5$(А, У), определяется числами п, т и обозначается симво- 
лом п“. 

В частности, если т==0, то множество размещений состоит 
из пустой подстановки и 


010 —1. 


Если т==1|, множество размещений состоит из подстановок эле- 
ментарных частей множества В и 


п’ =. 
Примеры 1—3 показывают, что 


3 4! 5! 
р ее За 
. Вэ’ “ а—эг’ ° 5—3)! ° 


Эти равенства получены непосредственно из определений разме- 
щения через выборку и подстановку по формуле для числа выбо- 
рок. Используя эту формулу, легко убеждаемся в том, что число 
п") размещений множества ДА из т элементов по множеству В из 
п элементов выражает 

Формула для числа размещений: 
а 
(п — т)! 

— По данному определению размещения задача сводится 
к вычислению числа элементов суммы »5 (А, У) множеств $ (А, 7) 
подстановок вместо множества А составленной из т элементов 
части У множества В. Так как множества $(А, У) попарно не 
пересекаются, то по правилу сложения 


п") —=п(>5 (А, 7)) =Улп ($ (А, 7)). 
В последней сумме каждое из слагаемых равно 1!, а число сла- 


И, : 
гаемых — | } По формуле для числа выборок отсюда следует, 
т 


х 


что _ 
Н. пт! п! 
ы |] ат @—т! 


Формула для числа размещений доказана. -- 

Из формул для числа размещений и числа подстановок сле- 
дует, что при т>2 число размещений равно произведению чисел 
п,..., Пт 1: 


п” —и. ... (п тТ). 


В частности, 
п —п(п— 1), п = п (п—1) (И 2). 
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Формула для числа размещений дает решение классической 
задачи о числе размещений: выбрать и разместить по различным 
местам т из п различных предметов можно п” =т|[(п—т)! 
способами. 

_ При т==и задача о числе размещений сводится к задаче 
о числе перестановок. В соответствии с этим верно равенство 
и) — 1. | 

Задачи к 6 4 собраны в 6 4 главы 1 части ПИ. 


$5. ФОРМУЛА НЬЮТОНА ДЛЯ БИНОМА 


Знаменитая биномиальная формула Ньютона используется 
в самых различных рассуждениях. Ее естественным обобщением 
является часто применяемая полиномиальная формула. 


1.5. Правило симметрии 


у п 
В’ биномиальной формуле используются коэффициенты | } 
т 


При действиях с ними бывает полезно 
Правило симметрии: 


ны) 


Это правило непосредственно следует из формулы для числа 
выборок. Оно выражает тот факт, что каждая выборка У каких- 
нибудь т из п элементов множества В определяет свое дополне- 
ние ВУ, состоящее из и—т элементов. 

Описательио правило симметрии означает следующее: без- 
различно, какие из т и п—т рассматриваемых предметов счи- 
тать выбранными, а какие — оставшимися. В частности, в приме- 
рах | из $ 3 было бы удобнее считать выбранными соответствен- 
но одну монету и две буквы, игравшие роль оставшихся. 


2.5. Правило Паскаля 


п р 
При подсчете биномиальных коэффициентов ) иногда удоб- 
т 


но использовать правило, сформулированное Паскалем. 

В соответствии с определением выборки как части множества 
можно употреблять символ для числа выборок при каждом це- 
лом т: 


® 239 (п< 0), 
п. п! 
|) ещееял <), 
0 п<мт). 
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Равенства нулю при т<0 и п<т соответствуют тому, что 
множество из И элементов не содержит частей со строго отри- 


цательным числом элементов или с числом элементов, строго 
большим п. 


Правило Паскаля: 


"и )= [+ (71) 
т т т—1 
— Если т<0, то обе части равенства Паскаля равны нулю. 


Если т=0, то оно сводится к равенству 1=1--0, если т=и-Е1, — 


к равенству 1=0--1. Если т>п-Е1, то обе части равенства Пас- 
каля равны нулю. 


При О<т<‹тп--1 с помощью формулы для числа выборок 
получаем 


п п п1 п] 
("+ ыы г т] (п— т)! Тм-Мел-яри! — 


м п! _ мечи _ 
а Г т) = т! (п—т- 1) 
_ ии [п 
— и (п-1— т) т Г 


Правило Паскаля верно и в этом случае. -|- 

При О<т=<п правило Паскаля выражает тот факт, что 
каждая выборка т элементов из п--1 либо содержит некоторый 
данный элемент, либо нет, причем число выборок первого типа 
равно числу выборок т—1 элементов из п остальных, а число вы- 
борок второго типа — числу выборок т элементов из И. 

Правило Паскаля наглядно поясняется треугольником Паскаля: 


п=0 # 
21 
1 г 
2 
7 74 7 
5 
Я 9 5 1 
4 7 4 6 4 1 
5 7 в. 70 10 5 # 
Рис. 13. 


На т-м месте п-й строки этого треугольника расположено 


п 
число ( }- Начальная строка треугольника и начальное место 
т 


каждой строки считаются нулевыми. Боковые стороны треуголь- 
ника Паскаля образованы числами 1. А каждое т-е внутреннее 
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число (п--1)-й строки (0<т-<п--1) в соответствии с правилом 

Паскаля равно сумме расположенных над ним (т1—1)-го и т-го 

чисел п-й строки. Например, отмеченное на рисунке равенство 
5 4 4 

10=4--6 соответствует равенству = Ё —- : 

Упражнение. Выписать 10-ю строку треугольника Паскаля. 


3.5. Предварительное обсуждение формулы Ньютона 


Заметим, что в И==0, |, 2, 3-й строке треугольника Паскаля 
п 
т=—0,..., п-е число 
т 
в равенстве для п-й степени (х--у)” суммы х-Ру произвольных 
чисел х и и: 


} является коэффициентом при х”у”- 


(еку)0= (З)тоуо-о 
(х+у)" = | ( 10-0 * (ит 
ГЕ = (/оу2-о ы ая ы (2) .гуг-2 


(х+у)3= (Я)-оуз-о ан а (8) .2уз-2 * (3). 5и5- 


Эта закономерность имеет общий характер и поясняется сле- 
дующим рассуждением. 
Ясно, что (х-ф-у)” является полиномом п-й степени относитель- 


но переменной х: 
(ху) "== (х-Ру)... (х-Ну) = ма -аж-...-Наьх-н... ах”. 


Раскрывая скобки в произведении п сумм х--у, можно получить 
т-ю степень х”, если, и только если в каких-либо т суммах 
х--у выбрать в качестве множителей слагаемое х, а в остальных 


ь | п 
п—т суммах — слагаемое у. Такой выбор осуществляется 
| т 


способами. Следовательно, 


И 
п 


аи ("ини (вич (мин 


п! 


-- я хпуп-п — уп -- п... + мет.” +... х". 
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Коэффициенты при х”у”-” в правой части составляют строку 
треугольника Паскаля. В частности, 


(х + у) ь я х014-0 -- в ху -- ы х2-? —- я х3у4-3 -- 
0 | 2 о 
+ [ми = 11° 4хуз + 6х2? - 4х9 - 1х", 
Е 5 Е /5 5 
-Х -- и 0 5—0 С 1 5—1 -|- 2 5—2 = | ХЗ 5—3 -|- 
Ев в : |) " | - я : 


а в у ь 25-5 == 1 -- 5х - 10х28 + 
/ 


-+ 10х32 -- 5х4у + 14. 


Найденные для (х--и)” равенства являются развернутыми 
выражениями биномиальной формулы. 


4.5. Доказательство формулы Ньютона 


Приведем сокращенную запись и доказательство биномиалр- 
ной формулы, основанное на правиле Паскаля и принципе индук- 
ции. Доказательство повторяет рассуждения пункта 3.5. 

Рассмотрим произвольные числа х, у и натуральное число п. 
Условимся считать, что нулевая степень каждого числа равна 
единице: 

0 


2 =1 
для каждого числа г (в частности, для числа 0). 
Формула Ньютона: 


(х+у"= Х, ры 


О<т<п 


— Рассмотрим множество М всех натуральных чисел п, для 
которых такое равенство верно при каждых числах х и И. 

1. Число 0 принадлежит множеству М, так как при П==0 обе 
части рассматриваемого равенства обращаются в 1. 

2. Для каждого натурального числа п верно предложение: 
если п=М, то (1-1) ЕМ. ь 

Действительно, если леЕЕМ, то р 


хи кучу" =Очу У Е зе 


0<т<п 


п п 
— хт+1руп-т -- хтипт+0-т, о 
ит 


О<т<п 0<т<п ШТ 
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Заметим, что 


ва — № ‚)=2 


Добавим к первой из полученных сумм равное нулю слагае- 
мое, соответствующее значению —1| индекса суммирования. Затем 
изменим интервал суммирования, перейдя снова к положительным 
значениям индекса. Рассматриваемая сумма при этом не изме- 


НИТСЯ: 
у Ё ты > в +1 ут -1 — 
0<т<п \Т —1<{<п | 
== р яенииино-но зы 
о<и4таачи \ (1+1) —1 
а п хтуп+0-т, 
0<т<и-+1 \ И — 1 
Аналогично 


> |" туч 5 р (" туино-=, 
0<т<п \Т 0<т<и-+1 \Т 


Используя эти равенства и правило Паскаля, получаем: 


(х в уу — ьа г У - У, | |" хтуп+и-т — 
Ир т 


О<т<п-51 Озт<п-1 


И 
о<тт-н | \ И — 1 т 


Ё Е .} хтут+-т, 
б<ти-1 т 


Значит, п--1=М. 

По принципу индукции из пунктов [| и 2 следует, что множе- 
ство М совпадает с множеством М всех натуральных чисел, т. е. 
доказываемое равенство верно для каждого натурального числа 
п и произвольных чисел х, у. -- 


5.5. Неравенство Бернулли 


Используя формулу Ньютона, легко доказать, что для каж- 
дых числа с>| и натурального числа п>1 верно классическое 
Неравенство Бернулли: 


с" > 1-1 (6—1). 


— По формуле Ньютона для каждого натурального числа в 
и чисел х=ср—1, у=!| верны равенства 


сп = (х + 1)" = р. (1) = 


0<т<и \Т 


По условию, х>0 и п>>2. Следовательно, каждое слагаемое в по- 
лученной сумме строго положительно и в ней по меньшей мере 
три слагаемых. Значит, 


п" тч+их + ПИ 1+ пх 
о<т<и \Т 


и неравенство Бернулли верно. -- 


Пример. (1 + т) >1+ 1000 5 > 10. 


6.5*. Полиномиальная формула 


Естественным обобщением формулы Ньютона является фор- 
мула для степени суммы нескольких слагаемых. 

Рассмотрим произвольные натуральное число п, натуральное 
число &—2 и числа х1,..., Хь. Условимся символами пП1,..., Пь 0бо- 
значать произвольные натуральные числа, в сумме равные п: 


п... И, =. 


Символы 11,..., И» ПОД знаком суммы означают, что складываются 
числа, соответствующие каждым натуральным числам п1,..., Пь, 
в сумме равным п. 

Используя предлагаемую символику и формулу для числа 
выборок, формулу Ньютона можно записать следующим образом: 


Верна обобщающая ее 
Полиномиальная формула: 


ь п1 п п 
(=... | Х,) = п... Пр! м... Хр. 
Пь....Пр 


— Рассмотрим множество М всех натуральных чисел А—2 
таких, что для числа А доказываемое равенство верно при каж- 
дых числах х!,..., Хк и натуральном числе и. 

1. Число 0 принадлежит множеству М, так как при Ё==2 до- 
казываемая формула эквивалентна формуле Ньютона. 

2. Для каждого натурального числа [Г верно предложение: 
если [=М, то [--1=ЕМ. 

Рассмотрим произвольное натуральное число [ и число 
Е—[-|-2. Если [=М, то с помощью формулы Ньютона для каждых 
чисел №1,..., Хь Хь+1 И натурального числа п получаем: 


(+... + хе + хп = ме я + жж = 
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п т) т т, п-т 
с у о ный К — 
у м т! (п— т)! т... ть! а а 

ооо 7 


о ВХ ВЫ 
Е +1 


Значит, /-Н 1 == (^А-Н 1) —2еМ. 

По принципу индукции из пунктов | и 2 следует, что множе- 
ство М совпадает с множеством № всех натуральных чисел, т. е. 
доказываемое равенство верно для произвольных натуральных 
чисел п, ^—2 и чисел х1,..., Хь. Е 

Пример. Для каждых чисел хи, Хо, Хз верны равенства 


РИ 90 д. бб 1: 000 
(о хь + 3) = ого 2Х8 - отагот 1х т0г 21 2128 


21 1.1.0 21 А, 2! о осо 
т пп 01 ^12%3 + пог 23 + оги п й128 = Я + № + 8 + 


-- 2х1хь + 2х, -- 2х. 


$ 6*. РАЗБИЕНИЯ 


Классическую задачу о числе выборок можно сформулиро- 
вать эквивалентным образом: сколькими способами можно раз- 
бить п различных предметов на Е=2 группы 1, 2 так, чтобы 
в первой было п! =т, а во второй — и›=и— т предметов? Естест- 
венно сформулировать такую задачу для разбиений на несколько 
групп: сколькими способами можно разбить п различных предме- 

тов на К групп 1,..., Е ПОти,..., И, предметов? 


1.6. Примеры 


Рассмотрим несколько примеров. 

Пример 1. Сколькими способами можно разбить три монеты 

1, 2, 3 копейки на три группы [, 2, 3 по одной монете? 

Каждое такое разбиение можно описать разбиением. множест- 
ва В={1, 2, 3} из п==3 элементов на А--|1=3 попарно не пере- 
секающиеся части В, Во, Вз, состоящие каждая из п1==И2==Из==1 
элементов и в сумме равные В. При каждом таком множестве Вз 
множества А, =В:, А.= Во. образуют разбиение из т==2 элементов 
множества 4 =В— В: на =? части, состоящие каждая из т! = 


2 : 
==И1==|, 12==И2==1| элементов. Число Ё | таких разбиений 
) 


\ 
/ 


равно числу о выборок | элемента из 2. Следовательно, число 
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3 : 
(| , всех разбиений трех монет на три нумерованные группы 
› ) 


по одной монете выражается равенствами 


3 \ [3 =" 2) Ци м ШЩь 
Е т 


Таким образом, число рассматриваемых разбиений, как и 
следовало ожидать, равно числу перестановок трех монет по трем 
местам. 

Пример 2. Сколькими способами можно разбить четырех 

гостей 54, 8, ®, 9) на две пары 1, 2? 

Каждое такое разбиение можно описать выборкой т==2 из 
п—=4 элементов множества В= {5%, %®, ®, 9)}. Поэтому число 


4 
в ы рассматриваемых разбиений равно числу (ь таких вы- 


4 \ [4 д _ 
2,2 ^^. о 221 — 
Таким образом, разбить четырех гостей на первую и вторую 
пары можно шестью способами: 


/ 


борок: 


:| {5, %} {5, ®} {5, 9} {%, $} {9, 2} {@, 9} 


2] {®, 9} {%, 3} {8, $} {5#, 9} {5, $} {5 %} 


Таблица показывает, что нумерация пар существенна: сим- 
метричные относительно середины разбиения отличаются только 
номерами пар. | 

Пример 3. Сколькими способами можно разбить пять букв 

слова сатей на четыре группы 1, 2, 3, 4 так, чтобы в группах 

1, 2, 9 было по одной букве, а в группе 4 — две? 

Каждое такое разбиение можно описать разбиением множест- 
ва В= {с, а, т, е, Ц из п==5 элементов на Е--1=4 попарно не 
пересекающиеся части В\, Во, Вз, Ва, состоящие соответственно из 
П==И2=Из==1, И4=2 элементов и в сумме равные В. При каждом 
таком множестве В. множества А, =В1, А2=В., Аз=Вз образуют 
разбиение множества А=В— Ва на А=3 части, состоящие каждая 


3 
ИЗ 1 =И1==1, И2==И2==|, Тз==Из==1 элементов. Число 11 
р 9 ) 
таких разбиений равно подсчитанному в примере 1. Следователь- 
но, число о всех разбиений пяти букв на четыре группы 
› ) ) 


и 


1, 2, 3, 4 соответственно из И1==1, И2=1, Из==1, И.==2 букв выра- 
жается равенствами 


5 (“|3 \Шмы я _ м Ца 
1,1,1,2) (2) 111) АЗИИии иииа 


Таким образом, разбить пять букв на четыре нумерованные 
группы, первые три из которых состоят из одной, а четвертая — 
из двух букв, можно шестьюдесятью способами. 


2.6. Формула для числа разбиений 


Рассмотрим произвольные натуральные числа п, ЕЁ>2 и 
п,..., Пь В сумме равные п: 


п -...-ЕИ=И. 


Рассмотрим произвольные множество Д из п элементов и попар- 
но не пересекающиеся множества А:,..., 4» соответственно из 
п,..., Пк элементов, в сумме равные Д: 


А. -. . .-А,=А. 


Условимся называть каждое такое семейство Д1,..., А, множеств 
т,..., Пл-разбиением множества А. Число всех п!,..., И»-разбие- 
ний определяется числами п, п1,..., И» и обозначается символом 


Пт, ...э Пр | 


В частности, если Ё==2, то каждое п1, п2-разбиение А, А» 
множества А из п. п2==П элементов определяется выборкой А! 
некоторых И: из п элементов множества А. По формуле для числа 
выборок отсюда следует, что 


Примеры |—3 показывают, что 


3 _ 91 4\_ 4 5 ВИ 
В ИИИ! в 212? 1,1, 1,2 ИНН? ° 


Эти равенства были получены с помощью формулы для числа 
выборок и индукции. По такой схеме получается и общая 
Формула для числа разбиений: 


| __ п! 
я, ЙЬ п... Пр! 


— Рассмотрим множество М всех натуральных чисел А—2 
таких, что для числа ^ такое равенство верно для каждых рас- 
сматриваемых чисел И1,..., Пь, П и множества А. 

_1. Число 0 принадлежит множеству М, так как при А=2 
доказываемая формула эквивалентна формуле для числа выборок. 
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2. Для каждого натурального числа { верно предложение: 
если /ЕЕМ, то [--1=ЕМ. 

Рассмотрим произвольные натуральные числа П1,..., И», Пил, 
в сумме равные п, и множество В из п элементов. Выборка 2 
каждых П,.1 Из П элементов множества В определяет множество 
Ю(2) всех п1,..., Пь Пьа-разбиений В1,..., В», Вы: множества 
В, для которых В,.1==7. 

Множества ^(7) попарно не пересекаются и в сумме обра- 
зуют множество ЛА всех И1,..., Пь, И,.1-разбиений множества В: 


Ю=х (2). 


Число множеств А (2) равно числу е 
ПЕ-+1 

НЫХ ИЙ,+1 ИЗ П элементов множества В. 
Каждое принадлежащее А(0) разбиение В1,..., Вь, Вы 
множества В определяет И1,..., П»-разбиение В1,..., Вь, Вы! 
множества А=В— 1 из п—п,.: элементов. Различные разбиения 
из Ю(0) определяют различные такие разбиения множества А. 
И каждое п:,..., П»-разбиение А!,..., А, множества А=В— 2 
определяется принадлежащим А (2) разбиением А!,..., А», 2 мно- 
жества В. Следовательно, число разбиений в А(7) равно числу 
Фи 
Пу + ь» Пь 
элементов. 
По правилу сложения для числа элементов, из сказанного 
следует, что число всех разбиений из Ю равно произведению числа 

множеств А (2) на число разбиений в каждом из них: 


Пу, оооу Пь, ПЕ+1 ПЕ+1 Пт, очоу Пь 


Рассмотрим произвольное натуральное число [ и число == 
—/--2. Если [=М, то, используя только что доказанное равенство 
и формулу для числа выборок, получаем 
п } — п! (п — Пь+1) _- п! 


Пл...» Пр» ПЕ+1 


} выборок 2 произволь- 


всех п1, ..., Ик-разбиений множества ДА из П—Пьл 


Значит, /--1== (А+ 1) —2еМ. 

По принципу индукции из пунктов [| и 2 следует, что множе- 
ство М совпадает с множеством М всех натуральных чисел, т. е. 
доказываемое равенство верно для произвольных натуральных 
чисел А>2 и п.-...-пь==и. + 

Формула для числа выборок дает решение классической за- 
дачи о числе разбиений: п различных предметов на Е групп 
... Е по п, ... Пь предметов можно разбить п!|п1!...п» спо- 
собами. 
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В частности, если в каждой группе ровно по одному предмету, 
то разбиения сводятся к перестановкам: 


п _ п ый 
И т 


Замечание. Формула для числа разбиений позволяет записать 
доказанную в предыдущем параграфе полиномиальную формулу 
в следующем эквивалентном виде: 


оао" = як» ( п, ов 


Пу, ооэ9) Пь 


п 
Пу еооу ПЬ 
при ^х...х,й не случайно: раскрывая скобки в произведении п 
сумм х!-2...--хь получить х1'...хё можно, если и только если 


в п; суммах хл-...-х, выбрать в качестве множителей слагае- 
мое 4%, ..., в И, суммах — слагаемое х,. Это можно сделать 


Появление чисел в качестве коэффициентов 


п 
способами. 
Пт, ое), ПЕ 


$ 7*. ПЕРЕСТАНОВКИ С ПОВТОРЕНИЯМИ 


В обсуждавшихся до сих пор задачах о числе перестановок, 
выборок, размещений и разбиений рассматривались различные 
предметы. Естественно сформулировать аналогичные задачи и для 
случая, когда среди предметов есть одинаковые. Тогда задачу о 
числе перестановок можно выразить вопросом: сколькими спосо- 
бами можно переставить п предметов Е различных типов 1,..., В 
по т,... Пь одинаковых предметов, расположенных на п различ- 
ных местах 1,..., п? 


1.7. Примеры 


Рассмотрим несколько примеров. 

Пример 1.Сколькими способами можно переставить три моне- 

ты 1, 2, 3 копейки по трем различным местам? 

Рассматриваемые монеты различны. Такая задача была ре- 
шена в $2. Ответ: 3! способами. 

Пример 2. Сколькими способами можно пересадить близнецов 

из двух различных пар 5%, 54 и $, % на четырех местах [, 2, 

3, 4? 

Каждую пересадку близнецов 5, 57, Ж, ® на местах 1, 2, 3, 
4 можно описать отображением { множества А == {1, 2, 3, 4} в мно- 
жество В = {5/, }: на место х пересаживается близнец ][(х). По 
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аналогии с подстановками такие отображения описываются таб- 
ами 


1234 1234 [1254 ни 
Ри иыы Вы ры. 
мены мн 
ры 19954. 
Каждое такое отображение | определяется 2, 2-разбиением 
[1 (51), ['(%®) множества А: 


{1, 2}, {3, 4}; {1, 3}, {2, 4}; {1 4}, {2, 3}; 
{2, 3}, {1,4}; {2, 4}, {1, 3}; {3, 4}, 41, 2}. 


Число отображений [ равно числу 


се 
2,2) о 


всех 2, 2-разбиений множества из 4 элементов. 

Таким образом, каждая пересадка близнецов из двух пар на 
четырех местах эквивалентна разбиению множества этих четырех 
мест на два для первой и два для второй пары. Это разбиение 
можно провести шестью способами. 

Пример 3. Сколькими способами можно переставить буквы в 

слове сапа? 

Каждую перестановку букв в слове сапа] можно описать не- 
которым отображением } множества А == {1, 2, 3, 4, 5} в множество 
В= {с, п, [, а}: на место х ставится буква [(х). Каждое такое 
отображение определяется. 1, 1, 1, 2-разбиением [(с), !(п), 
[-' (0), Г"(а) множества А. Следовательно, число рассматривае- 
мых отображений | равно числу 


5 5 | 
[1 1,1, к —=ппит = 60 


всех 1, 1, 1, 2-разбиений множества ‘из 5 элементов. | 

Таким образом, каждая перестановка букв в слове сапм 
эквивалентна разбиению множества пяти элементов на четыре 
группы, первые три из которых состоят из одного, а четвертая — 
из двух элементов. Это разбиение можно провести шестьюдесятью 
способами. 


2.7. Формула для числа перестановок с повторениями 


Рассмотрим произвольные натуральные числа п>1, А>2 
ип.,..., Пь в сумме равные и: 


п-- ге И, =. 


Рассмотрим также множество 
А= {1,..., п} | 
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и произвольное множество 
В={61,... 6} 


из Е элементов, занумерованных в каком-либо порядке. 

Каждое отображение } множества А в множество В, при ко- 
тором прообразы [-!(5!),..., -'(6%) элементов 61,..., Вь состоят 
соответственно из ИЙ1,..., И» номеров: 


п([- (61) ) =пь,..., п( 1, = пь 


условимся называть п1,..., п»-перестановкой множества В. 

В частности, если п=А и А=В при стандартной нумерации, 
то |,... 1-перестановки являются обычными перестановками мно 
жества номеров |,..., п. 

Число всех п1,..., П»-перестановок множества В, как и число 
всех п,..., И»-разбиений множества А, обозначим символом 


п 

. Это оправдывает 
Пт, ооо Пь 

Формула для числа перестановок с повторениями: 


п | И п! 
к: | ео : 
Пт, ооофу ПЬ Пл: ь пы 


— По определению, каждая пП1,..., ИЙ»-перестановка множе- 
ства В определяет п, ..., Пь-разбиение ][-!(6:),..., [1 (6) 
множества А. Различные перестановки { определяют различные 
разбиения множества А. И каждое п,, ...,П»-разбиение А1, .. ., Дь 
множества 4 определяется п1,..., П»-Перестановкой | множества 
В со значениями }(х) =6! для каждого хеЕЛ., ..., [(х) =, для 
каждого хеЕЕА,. Следовательно, число 71,..., Пл-перестановок мно- 
жества В равно числу п1,..., Пь-разбиений множества А, и до- 
казываемая формула эквивалентна формуле для числа разбие- 
ний. -+ 

Полученная формула для числа перестановок с повторения- 
ми позволяет решить сформулированную в начале параграфа за- 
дачу: п предметов Е различных типов 1,..., Е пот,..., Пь пред- 
метов, расположенных на п различных местах 1[,..., п, можно 
переставить п!/п1!/...п»/ способами. 


3.7. Задача о числе отображений 


Полиномиальная формула и формула для числа перестановок 
с повторениями позволяют ответить на вопрос: сколько всего суще- 
ствует различных отображений множества А={1,..., п} из п 
элементов в множество В={1,..., Е) из Е элементов? 

При х!=...==л.==1 из полиномиальной формулы вытекает 


Следствие. 
>. (..1..)-к 


По...,Пр п1, ...)» ПЕ 
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Каждое отображение | множества А в множество В является 
некоторой перестановкой множества В. Из формулы для числа 
перестановок и только что полученного равенства следует, что 
общее число отображений Д в В равно {”". 

Таким образом, существует всего Е” различных отображений 
множества А из п элементов в множество В из ЕЁ элементов. 


$ 8*. ВЫБОРКИ С ПОВТОРЕНИЯМИ 


Рассмотрим такую задачу о числе выборок с повторениями: 
имеется по г одинаковых предметов каждого из п различных ти- 
пов; сколькими способами можно выбрать т из этих п-г пред- 
метов? 

Если г==1, то предметы различны и задача сводится к уже 
решенной в $ 3. 

В этом параграфе рассматривается другой крайний случай, 
когда г=т. В этом случае выборка может даже полностью со- 
стоять из одинаковых предметов. | 


1.8. Примеры 


Рассмотрим несколько примеров. 

Пример 1. Имеется по две монеты [, 2, 3, копейки. Сколькими 

способами можно выбрать две из этих шести монет? 

Каждую такую выборку можно описать отображением } мно- 
жества А={1, 2, 3} в множество №М= {0, 1, 2,...} натуральных 
чисел: монет достоинством х копеек выбирается [(х) штук. Ис- 
пользуя стандартный порядок номеров 1, 2, 3, составляющих мно- 
жество А, эти отображения можно описать строками, в которых 
на месте с номером х расположено соответствующее этому номеру 
значение ](х) отображения [: | 


011, 002, 020, 101, 110, 200. 


В частности, первая из этих строк описывает отображение | со 
значениями }(1)=0, 1(2)=1, 1(3)=1; вторая —с0 значениями 


КИ =0, [(2)=0, [Г(3)=2. 


Будем натуральные числа 0, 1, 2,... обозначать также соот- 
ветственно символами 0, 01, 011, ... При этом условии рассматри- 
ваемые отображения ]} будут описываться также строками 


00101, 00011, 00110, 01001, 01010, 01100. 
Каждая из этих строк начинается с нуля и состоит из п=3 нулей 


и т=2 единиц. Поэтому она определяется выборкой п—1==2 
номеров мест нулей из пт—1=3-+2—1=4 номеров 1, 2, 3, 4: 


{1, 3}, {1, 2}, {1, 4}, 42, 3}, {2,4} {3, 4} 


(считается, что нуль в начале каждой строки занимает место с 
номером 0). 

Таким образом, задача о числе выборок с повторениями 
т==2 из п.т=6 монет д==3 видов сводится к задаче о числе 
выборок без повторений и 1 =3—1=2 из пт—1=3-2—1=4 
номеров 1, 2, 3, 4. В соответствии с этим число интересующих 
нас выборок выражается равенствами 


З+2—1\ _ [3+2 —1 —6 
3—1 2 
Заметим, что в конечном счете каждому рассматриваемому 
отображению { была поставлена в соответствие выборка У== {и1, 
у2}, элементы которой определяются равенствами 


И ==) 1, уз=1(0) +72) -2. 


В частности, если [(1)=0, {(2) =[З) =1, то и1=1, у2==3; 
если [1 (1) ={ (2) =0, 1 (3) =2, то ии ==1, у›=2. 

Пример 2. В гости приглашены четыре различные пары 52, %, 

®, 4) близнецов. Сколькими способами можно выбрать двух 

из восьми гостей? 

Каждую такую выборку можно описать отображением | 
множества А == {.7, %, ®, 92} в множество М№= {0, 1, 2,...} нату- 
ральных чисел: из пары х выбирается [(х) близнецов. Используя 
алфавитный порядок букв, составляющих множество А, эти ото- 
бражения можно описать строками, в которых на месте с поряд- 
ковым номером буквы х в множестве А расположено соответствую- 
щее этой букве значение [(х) отображения [: 

0011, 0002, 0020, 0101, 0110, 

0200, 1001, 1010, 1100, 2000. 
В частности, первая из этих строк описывает отображение | со 
значениями }(.52) =0, 1(%) =0, {(®) =1, [К3) =1, вторая — со 

значениями ] (.52) =0, [1 (%) =0, {(®) =0, { (32) =2. 
Будем натуральные числа 0, 1, 2,... обозначать также соот- 


ветственно символами 0, 01, 011,... При этом условии рассмат- 
риваемые отображения | будут описываться также строками 


000101, 000011, 000110, 001001, 001010, 
001100, 010001, 010010, 010100, 011000. 


Каждая из этих строк начинается с нуля и состоит из и==4 нулей 
и 1==2 единиц. Поэтому она определяется выборкой п—|1=3 
номеров мест нулей из п т—1=4--2—1==5 номеров 1, 2, 3, 4, 5: 


{1, 2, 4}, {1, 2, 3}, {1, 2, 5}, {1 3, 4}, {1 3, 5}, 
{1,4, 3}, {2,3, 4}, {2,3, 5}, {2, 4, 5}, {3, 4, 5] 


(считается, что нуль в начале каждой строки занимает место с 
номером 0). 
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Таким образом, задача о числе выборок с повторениями т=2 
из п. т==8 гостей п==4 пар сводится к задаче о числе выборок без 
повторений и— 1 ==4—1==3 из и-+т—1=4--2—1==5 номеров 1, 2, 
3, 4, о. В соответствии с этим число интересующих нас выборок 
выражается равенством 


р Ч а 
4—1 Ве 


Заметим, что в конечном счете каждому рассматриваемому 
отображению [| была поставлена в соответствие выборка У== {и1, 
уз, уз}, элементы которой определяются равенствами 


и =(а1) 1, уз=[ (а) Ка2) 2, уз=Ка,) Каз) 
Каз) -3, где и==54, аз=, аз==®, аа=4). 


В частности, если [(а,) =[ (аз) =0, (аз) =[Ё(а.) =1, то ии=1, 
уз=2, уз=4; если [ (а) =[(а2) =[аз) =0, Ка.) =2, то у =1, 
у2==2, уз==3. 

Пример 3. В детском наборе имеется по три одинаковых бук- 

вы с, а, т, е, [. Сколькими способами можно выбрать три из 

этих пятнадцати букв? 

Каждую такую выборку можно описать отображением | 
множества А == {с, а, т, е, 1} в множество М№М== {0, 1, 2,...} нату- 
ральных чисел: букв х выбирается [(х) штук. Используя данный 
порядок букв с, а, т, е, [, составляющих множество А, эти отобра- 
жения можно описать строками, в которых на месте с порядковым 
номером буквы Хх в множестве А расположено соответствующее 
этой букве значение |(х) отображения {: 


00111, 01011, 01101, 01110, 01002, 01020, 01200, ... 
В частности, первая из этих строк описывает отображение ] со 
значениями | (с) =0, }(а) =0, (т) =1, [(е) =1, (1) =1; вторая — 
со значениями [ (с) =0, [(а) =1, (т) =0, [(е) =1, (0) =1. 
Условимся натуральные числа 0, 1, 2, 3,... обозначать также 
соответственно символами 0, 01, 011, 0,111,... При этом условии 
рассматриваемые отображения { будут описываться также стрэ- 


ками 
_ 00010101, 00100101, 00101001, 00161010, 


00100011, 00100110, 00101100.... 


Каждая из этих строк начинается с нуля и состоит из п==5 
нулей и 11=3 единиц. Поэтому она определяется выборкой 
п—1=56—1=4 номеров мест нулей из и т—1=5-+3—1==7 но- 
меров 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7: о 


{1, 2, 4, 6}, {1,3 4,6}, {1,356}, {1,357}, 
{1, 3, 4, 5}, {1,347}, {1,3,6,7.... 


(считается, что нуль в начале каждой строки занимает место с 
номером 0). 
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Таким образом, задача о числе выборок с повторениями т=3 
ИЗ П.1==15 изображений п=—=5 букв сводится к задаче о числе 
выборок без повторений и— |1 =5—1==4 из ит—1==5--3—1==7 
номеров 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7. В соответствии с этим число интере- 
сующих нас выборок выражается равенством 


а Бы — 35 
5—1 3 


Заметим, что в конечном счете каждому рассматриваемому 
отображению | была поставлена в соответствие выборка 


У— {ул уз, Уз, 94}, 
элементы которой определяются равенствами и1=|(а!) |1, уг== 
= (а!) ЕГ(аз)-2, уз=ра,) -Ка2) Каз) +3, ии) -ЕКа2) + 
-ЕКаз) Г (а4) +4, где а.=‹с, а2==а, аз==т, аа==е, ав==1. 
частности, если О, (аз) = (аа) = (ав) =1, 
то И =, У2==2, уз=4, У4==6; если Г(а:) = 0, Ка2) =1, (аз) =0, 
Ка) = (5) = 1, то у1=Ь, уз=3, уз=4, у=б. 


2.8. Формула для числа выборок с повторениями 


Рассмотрим произвольные натуральные числа п, т>>0 и мно- 
жество Д из п элементов. Каждое отображение { множества А з 
множество /ЛМ= {0, 1, 2,...} натуральных чисел, сумма У[(х) 
значений [{(х) которого равна т, назовем выборкой с повторения- 
ми т из п элементов множества Д: 


АМ, хх) =т 


Докажем, что число всех таких выборок выражает 
Формула для числа выборок с повторениями: 


р _ ([п+т—1\ _ п+т—1) 
— Ш (п-—1)° 


И] т 
— Упорядочим множество А произвольной нумерацией его 
элементов: 4 = {а1,..., а,}. При этом условии каждая выборка с 


повторениями | каких-либо т из п элементов множества А опре- 
деляет выборку без повторений У={иу,:1<#=<п—1} возрастаю- 


щих номеров И, = > „Г(а а) +Е (1<А=<п—1) из множества 
В, пт 

Различные отображения { определяют различные такие вы- 
борки У. И каждая выборка У= {и,:1<А=<п—1} занумерованных 


в возрастающем порядке и—1 из п т—1 элементов множества В 
определяется отображением [: А —М со значениями: 


Г(а1) =и:—1, 
а) ат (2 п-—|), 
[(а») = (п-+т— 1) —ул-ь 


сумма которых, как нетрудно проверить, равна т: 
хК)= У» Ка) = а (п-— 1] + + П-и- = м. 
5ЕА 1<<в 


Из сказанного вытекает, что число выборок с повторениями 
{ произвольных 1 из П элементов множества А равно числу вы- 
борок без повторений У произвольных п—1 из п--т—1 номеров 
множества В. Доказываемая формула для числа выборок с повто- 
рениями следует из доказанной формулы для числа выборок без 
повторений. -- | 

Таким образом, если имеется по т одинаковых предметов 
каждого из п различных типов, то т из этих п+т предметов 
пт — 


можно выбрать 
т 


способами. 


4.8. Задача о разложении числа на слагаемые 


Формула для числа выборок с повторениями позволяет отве- 
тить на вопрос: сколькими способами натуральное число п можно 
представить в виде суммы Е натуральных чисел, учитывая порядок 
слагаемых? 

Рассмотрим произвольные натуральные числа п, Е>2. Каж-. 


дое семейство х1,..., ль натуральных чисел, в сумме равных п, 

условимся называть положительным решением уравнения 
х1--...-ЕХь=И. 

Если натуральные числа х1,..., хь строго положительны, то се- 


мейство ^№1,..., Хь будем называть строго положительным реше- 
нием уравнения х1-|-...--хь=иИ. 

Рассматриваемый вопрос о разложении натурального числа 
п на А натуральных слагаемых эквивалентен вопросу: сколько су- 
ществует положительных решений уравнения х-...-х,==п? 

Каждое положительное решение х1,..., х» является выборкой 
с повторениями [ со значениями [(1) =, ..., (Е) =хь, составлен- 
ной п элементами множества А = {1,..., А}: 


(И) -+...КЕ) =п. 
Число таких выборок [| выражается равенствами 


Е-+п—1\ _ (Е+п— 1" 1—1) 
в —1 — п о ме 


Таким образом, существует (А-и—1)!/п! (&—1)! положитель- 
ных решений х1,..., х, уравнения х-...-л.==п и столько же 
способов разложить натуральное число И на Ё натуральных сла- 
гаемых с учетом их порядка. 

Пример. Число положительных решений хи, х› уравнения 


ж-х2==3 
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выражается равенствами 
т. у Е [7 г — В+3Ы— 1 4 
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Эти решения: 0, 3; 1, 2; 2, 1 из, 0. 

Задача о числе строго положительных решений х1,..., Хь 
уравнения л!-|-...--х,=И сводится к задаче о числе положитель- 
ных решений и1,..., у», уравнения 

Ш-...-РИ=И— К. 
Каждое строго положительное решение х1,..., х» уравнения 


хм --...-Нл=й определяет положительное решение иу=х,— 
—1,.... Ик==Х,— 1 уравнения #!--...-у,=и—Р. Различные решения 
№1,..., № ОпПределяют различные решения и1,..., Ик, и каждое по- 
ложительное решение и1,..., и, уравнения у1-...-ЁРуь=и— 
определяется строго положительным решением х=и:-1,..., Х== 
—1„--1 уравнения х!-...-х.„==и. Следовательно, число строго 
положительных решений лх1,..., х» уравнения м!-|-...--х.==п равно 


числу 
а 


положительных решений у1,..., и», уравнения и-|...-Н у =и—А. 
Пример. Число строго положительных решений хи, х2 уравнения 


ж-х2==3 


выражается равенством 


Эти решения: 1, 2и2, 1. 


Часть П 


ЗАДАЧИ 


В этой части сначала рассматриваются задачи по комбинаторике, поясняю- 
щие содержание части Г. Они дают представление о приложениях комбинато- 
рики. Некоторые из них имеют определенное практическое значение. 

Затем показывается, как использование различных комбинаторных правил 
позволяет решить трудную задачу о сумме степеней. 


Глава 1. 


ЗАДАЧИ ПО КОМБИНАТОРИКЕ 


$ 1. ПРАВИЛА СЛОЖЕНИЯ И УМНОЖЕНИЯ 


Для каждых конечных множеств А, В и для чисел элементоз 
множеств А, В, А-В, АЖВ верны 
Правило сложения: 


п(А- В) =п (А) п(В) (АВ=0). 
Правило умножения: 
п(АЖВ)=и(А)Жи(В). 


Аналогичные общие правила верны для нескольких множеств. 

Используя правила сложения и умножения, можно решить 
следующие задачи. 

Задача 1. Доказать, что для каждой части А конечного мно- 
жества В верно 

Правило вычитания: 


п(ВА) =п(В)—п(А) (А=В). 


Решение. Каждая часть А конечного множества В не пересека- 
ется со своим дополнением ВА. По правилу сложения отсюда 


следует, что 
п(В) =п((В-А) -А) =п(В-А)-п(А), 
откуда вытекает доказываемое равенство. 
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- Задача 2. Доказать, что для каждых конечных множеств А ц 
В верно 
Правило объединения: 


п (АЦ В) =п(4) + п (В) —п (АВ). 


Решение. Из определений объединения и дополнения следует, 
что 


АЦВ=А- (В— АВ), А(В— АВ) =0, (АВ = АПВ) 


для каждых конечных множеств 4 и В. По правилам сложения и 
вычитания отсюда вытекает, что 


п (АЦ В) =п(А) -п(В— АВ) =п(А) + п(В) —п (АВ). 


Задача 3. Лекции по физике посещают 20 студентов, а лек- 
ции по астрономии — 30. Сколько студентов посещают лекции по 
физике или по астрономии, если: 

а) эти лекции происходят в одно и то же время; 

6) эти лекции происходят в различное время и 10 студентов 
слушают оба курса? 

Решение. Обозначим множество студентов, посещающих лек- 
ции по физике, буквой 4, а лекции по астрономии, — буквой В. 

а. В этом случае АВ =0 и, по правилу сложения, 


п(А-+ В) ==п(А)--п(В) =20--30==50; 
б. В этом случае АВ=20, и, по правилу объединения, 
п (АЦ В) =п (4) + п(В) —п(АП В) =20+ 30—10 =40. 


Задача 4. Доказать, что для каждых конечных множеств А, В, 
и С верно равенство 


п(АЦВИС) = п (А) + п(В) + п(С) —п(АП В) —п(АПО— 
.. п (ВПО+ПАПВПО.. 


Решение. Используя правило объединения, последовательно 
получаем: 


п(АЦВОИС) =п(А) + п (ВЦ С) —п(АП (ВИО), 
п(ВИС) =п(В) + п (С) —п(ВП С), 
АИ ПО ВОД 
—п(АПВПО. 


Из этих равенств следует доказываемое равенство. 

Условимся называть равенство задачи 4 правилом объедине- 
ния для трех множеств. 

Задача 5. В специализированном спортивном магазине, кото- 
рый торгует лыжами, лыжными ботинками и лыжными палками, 
за месяц было куплено 1000 пар лыж, 500 пар ботинок и 500 пар 
палок. При этом 400 пар лыж куплено вместе с ботинками, 300 
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пар лыж — вместе с палками, 200 пар ботинок — вместе с палками, 
а 100 пар лыж — вместе с ботинками и палками. 

Сколько покупателей посетило магазин? 

Решение. Обозначим множество покупателей, приобретших 
лыжи, буквой А, ботинки — В, палки — С. Из условия задачи и 
правила объединения для трех множеств следует, что 


п(АЦВОИС) =пв(А) + п (В) + п (С) —п(АП В) —п(АПС)-— 
—п(ВПО +1 (АПВПОС) = 1000 + 500 -+- 500—400 — 300 — 
—200 + 100 = 1200. 


Магазин посетило 1200 покупателей. 

Задача 6. На экзамене по математике было предложено три 
задачи: одна по алгебре, одна по геометрии, одна по тригономет- . 
рии. Из 1000 абитуриентов задачу по алгебре решили 800, по 
геометрии — 700, по тригонометрии — 600. При этом задачи по ал- 
гебре и геометрии решили 600 абитуриентов, по алгебре и три- 
гонометрии —500, по геометрии и тригонометрии — 400, а 300 
абитуриентов решили все задачи. 

Сколько абитуриентов не решили ни одной задачи? 

Решение. Обозначим множество всех абитуриентов буквой (0, 
решивших задачу по алгебре — А, по геометрии — В, по тригоно- 
метрии — С. Из условия задачи и правила объединения для трех 
множеств следует, что 


п(АЦВИС) =п(А) + п (В) + п (С) —п (АПВ) —п(АПО)-— 
—п(ВПО+п(АП ВПО = 800 + 700 ++ 600 — 600 —500 — 
— 400 -+ 300 = 900. 


Хотя бы одну задачу решили 900 абитуриентов. По правилу вычи- 


тания 
п(И—(АОВИС)) =п (0) —п(АОВЦ С = 1000 — 900 = 100. 


Ни одной задачи не решили 100 абитуриентов. 

Задача 7. Сколько всего существует строк длины 10, состав- 
ленных из элементов множества {0, 1}? 

Решение. Из правила умножения следует, что 


п ({0, 1} Х {0, 1} Х...Ж{0, 1) =п({0, 1})Х...Жп({0, }) = 
—=20—1024. 


1.1. Подбрасывание монеты 


Производится опыт, состоящий из последовательности 10 ис- 
пытаний, каждое из которых заключается в подбрасывании монеты 
один раз и имеет два возможных результата: монета падает 
цифрой вверх либо гербом. Результаты испытаний составляют 
результат опыта. 

Задача 8. Сколько всего существует возможных результатов 
опыта с десятью подбрасываниями монеты? 


Решение. Условимся результаты рассматриваемого опыта обоз- 
начать строками длины 10, составленными из элементов множест- 
ва {0, 1}. Падение монеты цифрой вверх при первом подбрасыва- 
нии обозначается элементом 0 на первом месте строки, гербом 
вверх — элементом 1. Падение монеты цифрой вверх при втором 
подбрасывании обозначается элементом 0 на втором месте строки, 
гербом вверх — элементом 1. Например, строка 00...0 обозна- 
чает исход опыта, при котором монета падает цифрой вверх при 
каждом подбрасывании, а строка 01... | — исход опыта, при ко- 
тором монета падает цифрой вверх при первом подбрасывании 
и гербом вверх при всех остальных. 

Различные результаты обозначаются различными строками, и 
каждая строка обозначает некоторый исход. Таким образом, число 
результатов рассматриваемого опыта равно числу строк длины 10, 
составленных из элементов множества {0, 1}, т. е. числу 210= 1024. 

Задача 9.Сколько всего существует строк длины 2, составлен- 
ных из элементов множества {1, 2, 3, 4, 5, 6}? 

Решение. По правилу умножения 


п({1, 2, 3, 4, Б, 6} Ж{1, 2, 3, 4, 5, 6}) =п({1, 2, 3, 4, 5, 6})Х 
Жп({1, 2, 3, 4, 5, 6}) =62=36. 


2.1. Подбрасывание кости 


Производится опыт, состоящий из последовательности 2 ис- 
пытаний, каждое из которых заключается в подбрасывании иг- 
ральной кости один раз и имеет 6 возможных результатов: кость 
падает гранью 1 вверх, кость падает гранью 2 вверх, ..., кость 
падает гранью 6 вверх. Игральная кость представляет собой кубик, 
грани которого занумерованы цифрами 1, 2, 3, 4, 5, 6. Вместо 
«кость падает гранью | вверх» говорят «выпадает | очко», «кость 
падает гранью 2 вверх» — «выпадает 2 очка»,..., «кость падает 
гранью 6 вверх» — «выпадает 6 очков». Результаты испытаний со- 
ставляют результат опыта. 

Задача 10. Сколько всего существует возможных результатов 
опыта с двумя подбрасываниями игральной кости? | 

Решение. Условимся результаты рассматриваемого опыта обо- 
значать строками длины 2, составленными из элементов множества 
{1, 2, 3, 4, 65, 6}. Выпадение | очка при первом подбрасывании 
обозначается цифрой | на первом месте строки, 2 очков — цифрой 
2,..., 6 очков — цифрой 6. Выпадение | очка при втором подбра- 
сывании обозначается цифрой | на втором месте строки, 2 очков — 
цифрой 2,..., 6 очков — цифрой 6. Например, строка 34 обозна- 
чает исход опыта, при котором выпадает 3 очка при первом под- 
брасывании и 4 очка — при втором, а строка 66 обозначает «двой- 
ную шестерку» — исход опыта, при котором выпадает 6 очков при 
первом подбрасывании и 6 очков — при втором. 
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Различные исходы обозначаются различными строками, и 
каждая строка обозначает некоторый исход. Таким образом, число 
исходов рассматриваемого опыта равно числу строк длины 2, со- 
ставленных из элементов множества {1, 2, 3, 4, 65, 6}, т. е. 
числу 62=36. 


3.1. Выбор с возвращением 


В урне находятся 5 шаров, отмеченных номерами 1, 2, 3, 4, 5. 

Первое испытание заключается в том, что из урны вынимает- 
ся наугад выбранный шар. Первое испытание имеет 5 возможных 
результатов: вынимается шар с номером 1, с номером 2,..., с но- 
мером 5. Вынутый шар возвращается в урну. В этом случае после 
первого испытания в урне по-прежнему находятся 5 шаров с номе- 
рами 1, 2, 3, 4, 5. 

Второе испытание заключается в том, что из урны второй раз 
вынимается наугад выбранный шар. Второе испытание имеет 5 
возможных результатов: вынимается шар с номером 1, с номером 
2,..., с номером 5. Эти результаты не зависят от результатов 
первого испытания. 

Результаты опыта, состоящего из первого и второго испыта- 
ний, составляются из результатов этих испытаний. 

Задача 11. Сколько всего существует возможных результатов 
опыта, состоящего в последовательном выборе с возвращением 
двух из пяти различных шаров? 

Решение. Условимся результаты рассматриваемого опыта обо- 
значать строками и1из длины 2, составленными из элементов 
и1 И и2 множества {1, 2, 3, 4, 5}. Строка и1и› обозначает результат 
«первым вынут шар с номером и1, вторым вынут шар с номером 
И2». Различные результаты обозначаются различными строками, 
и каждая строка обозначает некоторый результат. Таким образом, 
число результатов рассматриваемого опыта равно числу всех строк 
длины 9, составленных из элементов множества 1, 2, 3, 4, 5, 
т. е. числу 52=25. 


4.1. Выбор без возвращения 


В урне находятся 5 шаров, отмеченных номерами 1, 2, 3, 4, 5. 

Первое испытание заключается в том, что из урны вынимается 
наугад выбранный шар. Первое испытание имеет 5 результатов: 
вынимается шар с номером 1, с номером 2,..., с номером 5. Выну- 
тый шар не возвращается в урну. В этом случае в урне остаются 
4 шара. Номера этих шаров определяются номером вынутого ша- 
ра. Например, если вынимается шар с номером 1, то остаются 
шары с номерами 2, 3, 4, 5. 

Второе испытание заключается в том, что из урны второй раз 
вынимается наугад выбранный шар. Второе испытание имеет 4 
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возможных результата. Эти результаты зависят от результата 
первого испытания. Например, если при первом испытании выни- 
мается шар с номером 1, то при втором может быть вынут шар 
с номером 2, либо 3, либо’4, либо 5. 

Результаты опыта, состоящего из первого и второго испыта- 
ний, составляются из результатов этих испытаний. 

Задача 12. Сколько всего существует возможных результатов 
опыта, состоящего в последовательном выборе без возвращения 
двух из пяти различных шаров? 

Решение. Условимся результаты рассматриваемого опыта обо- 
значать строками и1И› длины 2, составленными из неравных эле- 
ментов и: и и2 множества {1, 2, 3, 4, 5}. Строка шиг (и52ие) 
обозначает результат «первым вынут шар с номером и, вторым 
вынут шар с номером из». Различные результаты обозначаются 
различными такими строками, и каждая такая строка обозначает 
некоторый результат. Таким образом, число результатов рассмат- 
риваемого опыта равно числу строк длины 2, составленных из не- 
равных элементов множества {1, 2, 3, 4, 5}. По правилу вычита- 
ния, это число равно числу всех строк длины 2, составленных из 
элементов множества {1, 2, 3, 4, 5}, минус число строк длины 2, 
составленных из равных элементов множества {1, 2, 3, 4, 5}, 
т. е. числу 25—5==20. | 


5.1. Примеры из генетики 


Рассмотрим несколько простых задач, имеющих ‘отношение к 
генетике. Разъяснение употребляемых терминов можно найти в 
книге Н. П. Дубинина «Горизонты генетики» (М.., 1970). 

Пример 1. Гаметы. Простейшая модель образования половых 
клеток в организме (гамет), связана с распределением каждой 
хромосомы каждой из имеющихся в диплоидном наборе п пар в 
одну из двух образующихся гамет. При этом распределении каж- 
дая хромосома каждой пары может попасть в каждую гамету не- 
зависимо от хромосом других пар. 

Хромосомы каждой пары гомологичны, а хромосомы каждых 
‚ различных пар — нет. 

Гаплоидный набор п негомологичных хромосом, попавших 
в гамету, можно описать строкой длины п, на |,..., п месте ко- 
торой расположен номер | или 2 попавшей в гамету хромосомы 
1,..., п пары. Поэтому число всех таких наборов п хромосом 
равно числу всех таких строк длины п номеров 1, 2. 

Предложение. Существует ровно 2” строк длины п, составлен- 
ных из двух элементов. 

Доказательство. Рассмотрим произвольное множество из двух 
элементов а и 6. 

Строк длины п=1 таких элементов ровно две: 


21=2. 


Для каждого номера п множество всех строк длины п-1 
лементов а, 6 разбивается на два непересекающихся множества 
АД и В, состоящие соответственно из строк с элементами а и 6 на 
п--1 месте. Число строк в каждом из множеств А и В равно числу 
строк длины п элементов а, 5. Если предположить, что это число 
равно 2", то число всех рассматриваемых строк длины п--1 будет, 
по правилу сложения, выражаться равенствами 


п(АЧ В) =п(А) + п(В) = 27-2" =52.0% 2741. 


По принципу индукции из сказанного следует, что доказывае- 
мое предложение верно для каждого натурального числа п>1. 

Таким образом, в рассматриваемой модели существует ровно 
2" гаплоидных наборов п хромосом, каждый из которых может 
попасть в образующуюся гамету. 

Знаменитая дрозофила меланогастер характеризуется дип- 
лоидным набором п==4 пар хромосом. Число гаплоидных наборов 
хромосом для нее равно 


2*—16. 


Человек характеризуется диплоидным набором п=23 пар 
хромосом. Число гаплоидных наборов хромосом для него равно 


223 —8 388 608. 


Остальные примеры связаны с одним из классических опытов 
Грегора Менделя с горохом. 

Пример 2. Генотип. Пусть гены А, В, С определяют соответ- 
ственно круглые семена, желтые семядоли, красные цветы расте- 
ния. А аллельные им гены а, 6, с — морщинистые семена, зеленые 
семядоли, белые цветы. 

Аллельные гены занимают одинаковые места (локусы) в 
гомологичных хромосомах. Поэтому диплоидный набор хромосом 
характеризуется числами 21, 22, 2з содержащихся в нем соответ- 
ственно генов А, В, С. Каждое из чисел 21, 22, 2з может равняться 
каждому из чисел 2, 1, 0. Строка 21гогз описывает генотип расте- 
ния по рассматриваемым трем признакам. 

В частности, строка 222 описывает чистый генотип, образо- 
ванный парами АА, ВВ, СС одинаковых аллельных генов, строка 
000 — чистый генотип, образованный парами аа, 665, сс одинако- 
вых аллельных генов, строка 111 — смешанный генотип, образо- 
ванный парами Да, ВБ, Сс различных аллельных генов. 

Таким образом, в рассматриваемой модели число различных 
генотипов равно числу всех строк длины п=3 чисел 2, 1, 0. По- 
следовательно применяя правило умножения, убеждаемся в том, 
что это число выражается равенствами 


(3-3)3=32.3==97. 


Строки, описывающие генотипы, нетрудно выписать, разбив 
их на множества строк с нулями на данных местах, а эти мно- 
жества разбив на классы по числу нулей в строке: 
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‚ Класс 0 ] | 2 | 3 
Множество | Фо Ф\ | Ф. Ф. Ф1? | Фоз | Ф1аз 
} 
ри 022 202 220 002 020 | 200 000 
а] 021 201 210 001 010 100 
я у 012 _ 102 120 
122 011 101 110 
Строка 01 | 
121 
112 


Пример 3. Фенотип. В примере 2 гены А, В, С являются доми- 
нантными, а гены а, 6, с — рецессивными. Совокупность признаков 
(или фенотип растения) определяется доминантными генами А, 
В, С. Если в генотипе есть хотя бы один ген А, то растение имеет 
круглые семена, если нет‚,— морщинистые. Если в генотипе есть 
хотя бы один ген В, то растение имеет желтые семядоли, если 
нет, — зеленые. Если в генотипе есть хотя бы один ген С, то расте- 
ние имеет красные цветы, если нет,— белые. 

Различные генотипы могут определять одинаковые фенотипы. 

Условимся каждый рассматриваемый фенотип сокращенно за- 
писывать начальными буквами слов, описывающих форму семян, 
цвет семядолей, окраску цветов. В частности, буквы К, Ж, 
обозначают растение с круглыми семенами, желтыми семядолями, 
красными цветами, буквы М, 3, Б — растение с морщинистыми се- 
менами, зелеными семядолями, белыми цветами. 

Используя таблицу примера 2, можно описать соответствие 
между рассматриваемыми генотипами и фенотипами, разбив фено- 
типы на классы по числу рецессивных признаков: 


Класс | 0 1 2 | 3 
Генотип | Фо Ф\ Фо Ф: Ф1» Фаз Фоз Ф1эз 
Фенотии |КЖК жк КЗК КЖБ | МЗК | МЖБ КЗБ | МЗБ 


Общее число фенотипов выражается равенством 


1--З-+ЕЗ-1=8. 


В соответствии с правилом сложения, сумма чисел генотипов в 
множествах Фу, Ф., Фо, Ф:, Ф1., Физ, Фо, Ф|оз равна числу всех 
рассматриваемых генотипов: 


8--3.4--3.2-Н1=27. 


Пример 4. Гаметы. Образование гамет у рассматриваемых рас- 
тений связано с независимым распределением каждой аллели каж- 
дой из пар в одну из двух образующихся гамет. При этом рас- 
пределении каждая аллель каждой пары может попасть в каждую 
гамету. 

Гаплоидный набор хромосом в образующихся гаметах харак- 
теризуется числами ху, Хо, Хз И И1, у, Уз генов А, В, С, содержащих- 
ся в одной и другой гамете соответственно. Каждое из этих чисел 
может равняться каждому из чисел 1, 0. Строки Х1Хохз и и12из опи- 
сывают генотипы образующихся. гамет. Число таких генотипов 
равно 23=8. 

В частности, строка 111 описывает генотип АВС гаметы, об- 
разованный генами А, В, С, строка 000 — генотип абс гаметы, 
образованный генами а, 6, с. 

Генотипы х1Хохз, И1/2уз образующихся гамет связаны с геноти- 
ПОМ 212223 порождающего их организма уравнениями 


(*) ж-НИ=21,  Х-Ну==2,  Жж-РУз=2.. 


Число пар строк х1Хохз и И1У2Уз, образующих решение этой си- 
стемы уравнений для каждой строки 21222з, описывает число пар 
генотипов гамет, образуемых растением, имеющим генотип 212223. 

Обозначим символом п(2) число допустимых решений системы 
_(*), описывающих генотипы гамет, а символом $(2) — число 
единиц в строке 2==2!222з правых частей этой системы. 

Теорема. п (2) =2*®. | 
| Доказательство. Число пй(2) решений х!Хохз и И1узуз системы 

уравнений (*) равно числу троек, составленных из решений м! иу1, 
Хо И 12 Хз И Уз соответственно 1, 2, 3-му уравнениям этой си-. 
стемы. 

Решения х!1 и и первого уравнения описываются таблицей 


ЖЕ. И1 21 
| | р 
| 0 1 
0 1 | 
0 0 0 


Эта таблица показывает, что для числа п:(=2) таких решений 
и числа $1(2) единиц на первом месте строки 2==21222з верно 
равенство 


Пл (г) — 231(2). 
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Аналогичные равенства верны для чисел п2(2), пз(2) решений 
второго и третьего уравнений (*) и чисел $2(2), 5з(2) единиц на 
втором, третьем местах строки 2==21222з: 


по (г) = 232), п. (г) = 28). 


По принципу умножения из сказанного следует, что 
РО (2) —= П1 (г) ПЗ (2) Пз (г) — 951(2). 93:2). 9$3(2) — 951(2) +82(2) +53(2) — 95(2), 


Теорема доказана. 

_Из этой теоремы, в частности, следует, что каждое растение, 
имеющее чистый генотип, образованный парами одинаковых ге- 
нов, порождает гаметы только одного типа: 


п (222) =п (220) =п (202) =п (022) =п (200) =п (020) = 
= (002) =лп (000) =2°=—1. 


А каждое растение, имеющее смешанный генотип, хотя бы 
одна пара аллелей которого образована различными генами, по- 
рождает гаметы различных типов, в частности, 


п (111) =2° 12 —28—8, 


и, следовательно, гибрид, имеющий генотип 111, может произво- 
дить гаметы, имеющие любой из возможных генотипов. 

Пример 5. Зигота. При слиянии двух гамет образуется зароды-. 
шевая клетка (зигота). Гаплоидные наборы хромосом сливающих- 
ся гамет образуют диплоидный набор хромосом зиготы. Генотип 
21222з зиготы связан с генотипами х:Хохз и /12уз образующих ее 
гамет уравнениями 


(*) м-Ни==2ь, ха-Руз==2», Хз-НУз==23. 


Доказанная теорема позволяет подсчитывать число пар хи!хохз 
И И12уз генотипов гамет, образующих зиготу с генотипом г==212о2з. 
Зигота с чистым генотипом образуется парой гамет только одного 
типа, зигота со смешанным генотипом — парами гамет различных 
ТИПОВ. 

_ Совпадение систем уравнений (*+), описывающих образование 
гамет и зиготы, выражает способность растений к воспроизведе- 
нию. Растение с чистым генотипом воспроизводит себя с помощью 
гамет одного типа. Растение со смешанным генотипом с помощью 
своих гамет различных типов может производить растения, имею- 
щие другие генотипы. 


$ 2. ПЕРЕСТАНОВКИ 


Рассмотрим множества 4 и В, состоящие каждое из п эле- 
ментов. Подстановкой вместо А множества В называется взаимно 
однозначное отображение множества А на множество В. 

Существует ровно п!=1.2.....п подстановок вместо А мно- 
жества В: 


01=:1, 11==1, 21=1.2==2, 3!==1.2.3==6, 
п|=1.2.....П (ПЗ). 


Это предложение позволяет решить классическую задачу о 
числе перестановок. 

Задача. Сколькими способами можно переставить п различ- 
ных предметов, расположенных на п различных местах? 

Ответ: п! =1.2.....П способами. 

К задаче о числе перестановок сводятся следующие задачи. 

Задача 1.Сколькими способами можно расположить в ряд на 
книжной полке 5 различных книг? 

Решение. Число всех таких расположений равно числу всех 
перестановок множества, составленного из 5 элементов, т. е. числу 


5!1=1.2.3.4.5==120. 


Задача 2. Сколько всего сигналов можно составить, меняя 
порядок семи различных флагов: красного, синего, зеленого, жел- 
того, коричневого, черного и белого? 

Решение. Число всех таких сигналов равно числу всех переста- 
новок множества, составленного из 7 элементов, т. е. числу 


7|1==1.2.3.4.5.6.7==5040. 


Задача 3. Сколькими способами можно расставить на шах- 
матной доске 8 ладей так, чтобы никакие 2 из них не были на 
одной горизонтали или вертикали? 

Решение. Рассмотрим множество А== {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} но- 
меров горизонталей и множество В==«а, 6, с, а, е, р ©, №} букв, 
обозначающих вертикали шахматной доски. 

По условию задачи на каждой горизонтали с номером х долж- 
на стоять ладья. Пусть $(х) — буква, обозначающая вертикаль, на 
которой находится эта ладья. Кроме того, по условию задачи на 
‚ одной вертикали не может быть 2 ладьи или больше. Значит, бук- 
вы 5(х) различны для различных номеров х. Следовательно, 
каждое расположение ладей, удовлетворяющее условию задачи, 
описывается подстановкой $ вместо А множества В. Например, 
расположения ладей по диагоналям доски описываются под- 


становками 
ПиН н РЕН 
абсае! ой) \ВоЁеас ва) 


Искомое число расположений ладей на доске равно числу всех 
подстановок вместо А множества В, т. е. числу 


81=1.2.3.4.5.6.7.8=40 320. 


Задача 4. Сколькими способами можно распределить 10 раз- 
личных писем по 10 различным конвертам? 

Решение. Число всех возможных распределений 10 различных 
писем по 10 различным конвертам равно числу всех перестановок 
множества, составленного из 10 элементов, т. е. числу 


101=1.2.....10==3 628 800. 


/ \ 


Задача 5. Алхимик знает, что для того, чтобы приготовить 
элексир жизни, нужно смешать в определенных пропорциях 
имеющиеся у него 20 различных жидкостей. Ему не известно 
только, в каком порядке следует смешивать эти жидкости. Сколь- 
ко всего существует таких порядков? 

Решение. Число всех возможных порядков смешивания 20 раз- 
личных жидкостей равно числу всех перестановок множества, со- 
ставленного из 20 элементов, т. е. числу 201. Как нетрудно прове- 
рить, число 20! больше числа 1016. Если на приготовление каждой 
смеси алхимик будет тратить одну минуту, то на проверку всех 
возможных смесей ему потребуется больше 101 лет. Этот срок 
значительно превышает предполагаемый возраст нашей солнечной 
системы. 

Разложение молекул белка приводит к 20 стандартным амино- 
кислотам. Молекулы нуклеиновых кислот, содержащихся в хромо- 
сомах, составляются из 4 нуклеотидов: Аденина, Тимина, Гуани- 
на, Цитозина. Из этих 4 нуклеотидов можно составить 20 различ- 
ных троек: 


ААА ААТ ААГ ААЦ АТТ АТГ АТЦ АГГ АГЦ АЦЦ 
ТТТ ТТГ ТЦ ТГГ ТГЦ тТЦЦ ггг ГГЦ ГЦ ЦиЦ 


(в этих тройках не учитывается порядок нуклеотидов, и некоторые _ 
из нуклеотидов повторяются). 

Можно предположить, что между 20 аминокислотами и 20 
тройками нуклеотидов существует некоторое соответствие — гене- 
тический код. 

Задача 6. Сколькими способами каждой из 20 аминокислот 
можно поставить в соответствие взаимно’ однозначным образом 
некоторую из 20 троек нуклеотидов? 

Решение. Число всех возможных взаимооднозначных соответ- 
ствий между 20 аминокислотами и 20 тройками нуклеотидов равно 
числу всех подстановок вместо множества А из 20 элементов мно- 
жества В из 20 элементов, т. е. числу 20!. 

Как было отмечено, это число больше 10!6. Поэтому было бы 
безнадежно пытаться раскрыть генетический код, сопоставляя 
аминокислоты и тройки нуклеотидов наугад. 


$ 3. ВЫБОРКИ 


Выборкой (или сочетанием) т из п элементов множества А, 
составленного из п элементов, называется часть Х множества Д, 
составленная из т элементов (Т—<п). Существует ровно 


п _ п! 
т  Пп—т)! 


выборок т из п элементов множества А. 
Это предположение позволяет решить классическую задачу о 
числе выборок. 


94 


Задача. Сколькими способами можно выбрать т из п раз- 
личных предметов? 


Ответ: (" 


способами. 
т 


_ п, 
Для чисел верны 
т 


Правило симметрии: 


Правило Паскаля: 


ро 


К задаче о числе выборок сводятся следующие задачи. 
Задача 1. Сколькими способами можно выбрать 3 из 5 раз- 
личных карт? | 


Ответ: == ог = тат о = 10 способами. 


2.313 


Задача 2. Сколькими способами можно выбрать 13 из 52 раз- 
зичных карт? 
:з)= 521 


Ответ: в таза = = 635 013559 600 способами. 


Задача 3. Сколькими способами можно составить комиссию 
в составе 3 человек, выбирая их из 4 супружеских пар, если: 

а) в комиссию могут входить. любые 3 из 8 человек; 

6) в комиссию не могит входить члены одной семьи? 

Решение. а) Если в комиссию могут входить любые 3 из 8 че- 
ловек, то существует всего 


таких комиссий. 

6) Если в комиссию не могут входить члены одной семьи, то 
в ней должны быть представлены 3 из 4 семей. Эти семьи можно 
выбрать 


способами. После этого в каждой из них можно 2 способами вы- 
брать представителя — мужа или жену. По правилу умножения 
отсюда следует, что можно составить всего 


[з 2.2.0 — 32 
3 
такие комиссии. 


Задача 4. Сколькими способами можно выбрать 2 из 5 раз- 
личных шаров? 
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-5- = 10 способами. 


р Е 
— 231 — 1.2.1.2-3 

Рассмотрим 7 частиц, распределенных по п различным об- 
ластям пространства. Предположим, что частицы не отличаются 
друг от друга и что в каждой области пространства может нахо- 
диться не более одной частицы (и, следовательно, т< п). Состоя- 
ние рассматриваемой системы определяется указанием областей 
пространства, в которых находятся частицы. 

Условимся описанную модель называть моделью Ферми — 
Дирака. 

Задача 5. Сколько всего существует возможных состояний 
системы в модели Ферми — Дирака? | 

Решение. Число состояний системы в модели Ферми — Дирака 
с т частицами и п областями пространства равно числу выборок 


т из п элементов, т. е. числу (*.). В частности, если т==10 
и п==100, то 


100 1001 — 91.92.93-94.95.96.97.98-99-100 _ 
= того! = 9345.67.80 — = 17310 309 456440. 


Ответ: я 
2 


$ 4. РАЗМЕЩЕНИЯ 


Размещением по 1 местам множества В т из п элементов 
множества А называется взаимно однозначное отображение на 
множество В части Х множества А, составленной из 1 элементов 
(1т=—<п). Существует ровно 
(т) п 


п-т)! 


размещений по т местам множества В т из п элементов множе- 
ства Д. 

Это предложение позволяет решить классическую задачу о 
числе размещений. 

Задача. Сколькими способами можно выбрать и разместить 
по т различным местам т из п различных предметов? 

Ответ: п”) способами. 

Если т==и, то задача о числе размещений сводится к задаче 
о числе перестановок. 

К задаче о числе размещений сводятся следующие задачи. 

Задача 1. Сколькими способами можно выбрать и разместить 
в ряд на книжной полке 3 из 5 различных книг? 

Ответ: 5(3) =5.4.3==60 способами. 

Задача 2. Сколькими способами можно выбрать и разместить 
в ряд 2 из 5 различных шаров? 

Ответ: 5(2) =5.4==20 способами. 

Задача 3. Сколько всего существует телефонных номеров, со- 
стоящих из 5 различных цифр? 


96 


Решение. Число таких номеров равно числу размещений по 
о местам 5 из 10 цифр 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, т. е. числу 


10°) =10.9.8.7.-6=30 240. 


Задача 4. Сколькими способами можно обозначить треуголь- 
ник, как обычно отмечая его вершины большими буквами латин- 
ского алфавита? 

Ответ: 263) =26.25.24=15 600 способами. 

Задача 5. Сколько различных билетов с указанием станции 
отправления и станции назначения можно отпечатать для желез- 
ной дороги, на которой 50 станций? 

Ответ: 502) =50.49 =2450 способами. 


$5. ФОРМУЛА НЬЮТОНА ДЛЯ БИНОМА 


Для произвольных чисел х, у и натурального числа п верно 
равенство 


ы й 
(ху) = У ти 

то \ 
которое можно записать также в следующем развернутом виде: 


(Хх + и)" = ы хбут-0 в ЖЕ. |" ия 
0 ‚1 т 


/ 


. + в прай (0< тп). 
т 


Используя это равенство, называемое формулой Ньютона для би- 
нома, можно решить следующие задачи. 
Задача 1. Доказать, что для каждого натурального числа п 


верно равенство 
| ; () 
И, 


т=0 \ 1 


Решение. Используя формулу Ньютона для чисел х=у=1|, 
получаем 


=(+1"= У (имени = у |" 


т=д0 т=0 


Задача 2. Сколько всего существует частей множества, со- 
ставленного из п элементов? 

Решение. Рассмотрим множество 4, составленное из п элемен- 
тов, и класс (А) всех частей множества А. Задача заключается 
в определении числа элементов множества (А). Для каждого 
номера т=<и рассмотрим класс #„(А) всех частей множества А, 
составленных из т элементов. Ясно, что множества #„(А) попарно 
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не пересекаются и их объединение равно множеству (А). На- 
пример, если А = {0, 1}, то 
9 (А) = {0, {0}, {1} 4}. 


По правилу объединения, формуле для числа выборок и равенству 
задачи | из сказанного следует, что 


п п Й 
пр) Уля = $ ("= 
т=0 то \ Т 
Таким образом, существует ровно 2” частей множества, со- 
ставленного из И элементов. 
Задача 3. Сколькими способами можно выбрать некоторые из 


п различных предметов? 
Решение. Число способов, которыми можно выбрать 0, 1, 
.., т... п предметов из п различных предметов, равно числу 
всех частей множества, составленного из И элементов, т. е. числу 2". 
Задача 4. Доказать, что для каждого натурального числа 
п>>0 верно равенство 


р 1" (* 0 


Решение. Используя формулу Ньютона для чисел х=—| и 
у==1|, получаем: 


О ы У м (— 1” ми = р (") (— 1)”. 


Задача 5. Доказать, что для каждого натурального числа 
п>0 верны равенства 


ря — гы . 
0<2т<п \2т, окт 1<п \ 9 -Р 1 


Решение. Обозначим рассматриваемые суммы четных и нечет- 
ных биномиальных коэффициентов буквами а и В соответственно: 


\ П Ь \ Й, 
&а — =] ) г. = ь 
о52т<п \2т о«ат-1<п \2т - 1 


\ 


Из равенств задач | и 4 следует, что 
ао ==2”, а—6 =0, 


и значит, 
а=ф=2—1.2%==2" 1. 
Задача 6. Сколько всего существует составленных из четного 
числа элементов частей множества из п элементов? 


Ответ: 2”! (и>>0). Столько же существует составленных из 
нечетного числа элементов частей рассматриваемого множества. 
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Задача 7. Сколькими способами можно выбрать четное число 
предметов из п различных предметов? 

Ответ: 2”-! (п>0). Столькими же способами можно выбрать 
нечетное число предметов. 


`П 
Задача 8. Какие из биномиальных коэффициентов в Е 


/ 


п п, 
м: о являются наибольшими? 
т п 


Решение. Сравним коэффициенты для каждых соседних номе- 
ров 1 и т-1. Как нетрудно проверить, для каждых натураль- 
ного числа п и номера т<п верны равенства 


п п п! 
т-+ 1 [1 ея 


Рассмотрим для р т следующие три возможные случая: 
1. Если т + 1 <—- -5-› ТО 2т-2=<п, т-2<п—т, т1<п—ти 


п! _п—т 
т! (п — т)! тг 


я м ПУ |. Мат п 
(1) а) ЕТ | | (п+1<1). 
2. Если Т= —. то 2т>и, тажп—т и тит и 
п п пт п 
в (и) ("23 


3. Если п<= < т-+ 1, то 2т<п<2т-2, п=2т-Е1, т--1= 


—И—тТ И 


т-1 Г \ т Г = а 2 
Рассмотрим для номера п два возможные случая: 
1. Предположим, что число п четное, и рассмотрим номер 


ть 


Последовательно используя соотношения (1), легко убедиться в 
том, что для каждого номера т< т верно неравенство 


Аналогично, последовательно используя соотношения (2), легко 
убедиться в том, что это неравенство верно ‘и для каждого номера 
т> т. 
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Например, для номера т=тр—1 из соотношений | следует, 
что 


(2) ")= ("= 6н-) 


А для номера т=т--] из соотношений (2) следует, что 


/ \ 2 п 
т п=т+1> 
тт т-1//\ т 
Таким образом, если число п четное, то наибольшим является 


^ п 
коэффициент с номером т = ъ.. Все остальные коэффициенты 


строго меньше его. 
2. Предположим теперь, что число п нечетное, и рассмотрим 
номер 


д 


т = р. 


Последовательно используя соотношения (1), легко убедиться в 
том, что для каждого номера т< т верно неравенство 


Аналогично, последовательно используя соотношения (2), легко 
убедиться в том, что это неравенство верно и для каждого номера 


т>т-1. 
к Въ] п п | ^ 5 
Так как т = во. о <= —= т + 1, то из соотношений 
(3) следует, что 


Таким образом, если число п нечетное, то наибольшими являются 


^ п— 1 - п--1 
коэффициенты с номерами т =—5 и +1 = т . Все ос- 


тальные коэффициенты строго меньше их. 
Задача 9. Доказать, что для каждых натуральных чисел [и 


п верно равенство | 
У р а ый 

0<т<1 | == . 
т оч 


Решение. Заметим, что 
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Заменив слагаемое с номером т=—0 и последовательно ис- 
пользуя правило Паскаля, получаем: 


о О 


сея) еее). 


Задача 10. Доказать, что для каждых строго положительного 
числа 6<[ и натурального числа п>]1 верно неравенство 


п | 
Ре 


Решение. Используя формулу Ньютона для чисел х=Ь-!—1>0 
и у=1, получаем: 


В —- 
("= («+ 1)"= У НВ 
О<т<п т 


>их=п (6-11). 


Следовательно, | 
р" < 1/п (6-!-—1) = в/п (1—6) < Шп (1—5), 
что и требовалось доказать. 
Пример. (1 ве тб) — —— 2 —. 
1000 = 100 


Замечание. Неравенство задачи 10 может быть получено из 
неравенства Бернулли для с=1/6 (0<Ь<1): | 


=®>1+а (5-1)>"(5-1>" И—- >15. 


$6. РАЗБИЕНИЯ 


Каждое семейство попарно не пересекающихся множеств 
А1,..., А» из Пь..., И» элементов, в сумме составляющих множе- 
ство А из п элементов, называется и1,..., И»-разбиением множе- 
ства А. Существует ровно 


п п! 
пе. ь ППВ | 


п,..., Як-разбиений множества из п элементов (и.--И2--...- И == 
И 
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Это предложение позволяет решить задачу о числе разбиений. 
Задача. Сколькими способами можно разбить п различных 


предметов на К групп 1,..., Е пот,..., И, предметов? 
/ 
п 
Ответ: способами. 
Пт, оооез Пу 
й \ 
Числа г # являются коэффициентами в полиномиаль- 
1, ое у В , 


ной формуле 


п, 
п п - 
№ ..-Х,) “= а Е 
( 1 = ры р) Пу, ‚о ПВ |. ®.‹: 2%; 9 в | ь 


В частном случае А=2 верны равенства 


а Е ) = п! 
ао те —- ) 
Пт, П> | п п. , пал 


и полиномиальная формула сводится к биномиальной формуле 
Ньютона. 
К задаче о числе разбиений сводятся следующие задачи. 
Задача 1. Сколькими способами можно расселить 8 студентов 
по трем комнатам: одноместной, трехместной и четырехместной? 


Ответ: сны 280 способами. 


И ь 3141 
Задача 2. Сколькими способами четверо юношей могут при- 
гласить танцевать четырех из шести девушек? 


6 
вы м И р ва: ПТР 


Задача 3. Сколькими способами можно раскрасить в красный, 

синий и зеленый цвет по 2 из 6 различных предметов? 
| 6 6! 
Ответ: = г-5. = 90 способами. 
ро. о 21*.21 221 | 

Задача 4. Сколькими способами можно распределить 5 ша- 
ров 1, 2, 3, 4, 5 по трем ящикам 1, 2, 3 так, чтобы в них попало 
соответственно [, 2, 3 шара? 


Ответ: — А = Е —= 30 способами. 


—= 360 способами. 


Задача 5. Сколькими способами можно распределить 10 спе- 
циалистов по четырем цехам 1; 2, 3, 4 так, чтобы в них попало 
соответственно [, 2, 3, 4 специалиста? 


10 10! 
Ответ: = = 12600 способами. 
1,2, 3, 4 1121 31 41 
Рассмотрим п частиц, распределенных по А различным обла- 
стям |, 2,..., Е пространства. 
Предположим, что частицы отмечены номерами 1, 2,..., п 


и что в каждой области пространства их может находиться любое 
количество. В то же время будем считать, что состояние рассмат- 
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риваемой системы определяется числами 1п1,..., ПИ» частиц в 


1,..., А-й областях пространства, независимо от номеров частиц. 
Условимся описанную модель называть моделью Максвелла —- 
Больцмана. 


Пример. Модель Максвелла — Больцмана для И==3 частиц 
и Е=2 областей пространства описывается таблицей, в левой по- 
ловине которой расположены номера частиц, находящихся в дан- 
ной области, а в правой — число этих частиц. 


Распределение Состояние 
2 | 2 
Пе: 
роз | ОЕ: | о 
го | 3 
а о 2 
ре 
| [оз | 
2 1.3 2 
|112 | 


г? 
© 
© 
© 


Существует А”==2°=8 различных распределений п==3 частиц 


| п 
по ^А=2 областям. В состояние п1, из систему приводят | ы 
1 2 


распределений. 

Задача 6. Сколько распределений п частиц приводят систему 
в состояние п1,..., Пь в модели Максвелла — Больцмана? 

Решение. Каждое такое распределение описывается пи,..., И,- 
разбиением множества А= {1,...,п} номеров частиц. Поэтому чис- 


И 


ЛО ЭТИХ распределений равно числу таких разбиений. 


Иеаель ЙЕ 
Задача 7. Сколько всего существует различных распределений 
п частиц по Е областям пространства в модели 'Максвелла — 
Больцмана? 
Решение. Используя полиномиальную формулу при х!==Хо= 
—=...=л(==1, убеждаемся в том, что число всех рассматриваемых 
распределений выражается равенством 


о ЕЕ, 


п1,.... Пр . 


Задача 8. Сколько всего существует возможных состояний 
системы в модели Максвелла — Больцмана? 
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О) те | о 
Ответ: ы состояний; в частности, если п=3 и К==2, то 


п 
о В Е 
3 3111 


в соответствии с примером. 
По поводу решения задачи 8 см. решение задачи 6 из $ 6. 


$ 7. ПЕРЕСТАНОВКИ С ПОВТОРЕНИЯМИ 


Каждое отображение | множества А == {1, 2,..., п} в множе- 
ство В=={Ь:, Ь.,..., 6}, при котором прообразы [(Ь!), 

‚| (6) элементов 61,..., 6, состоят соответственно из п1,... 
..., И» Номеров, называется п1,..., И»-перестановкой множества 
В(п.-...- ий, =). 

Каждая И1,..., Пь-перестановка | множества В={61,..., 6,} 
эквивалентна 11,..., И»-разбиению [—'(61),..., {'(6,) множества 
А={1,...,п}. Поэтому число й1,..., ИЙ»-перестановок множества 


п | р 
В равно числу всех п1,..., И»-разбиений множества А. 
Пл, оо Пь 


Это предложение позволяет решить задачу о числе переста-. 
новок с повторениями. | 
Задача. Сколькими способами можно переставить п предме- 


тов К различных типов [, 2,..., Е ПО п1,..., п» одинаковых пред- 
метов, расположенных на п различных местах [,2,..., п? 
Ответ: | способами. 
Пт, ...у ПЬ 


К задаче о числе перестановок с повторениями сводятся сле- 
дующие задачи. 

Задача 1. Сколькими способами можно расположить в ряд 
5 книг: 2 одинаковых романа и 3 одинаковых томика стихов? ` 

Ответ: в — я —= 10 способами. 

) / 

Задача 2. Сколько сигналов можно составить, меняя порядок 

7 флагов: 1 красный, 2 синих, 3 зеленых и 1 белый? 


Ответ: Я о Е = ит = 420 сигналов. 


Задача 3. Сколько различных слов можно образовать, пере- 
ставляя буквы в слове ‹анна»? 
4 4! 
Решение. \ —= м1 = 6 слов. 
оо ре 
Вот эти слова: анна, ннаа, анан, аанн, наан, нана. 


Задача 4. Сколько слов можно составить из 2 букв а и не 
больше, чем из 8 букв 652 


Решение. Используя равенство задачи 9 из $ 5, получаем: 
5+0 +1 +2 т) = 5+0 
их и ны 
Я а р В : |5 3 0 
+1 о-+2\ [5+3 ЗИ _ 9 _ 
+(т + (75 (3 )-С".°}-яя-= 
Задача 5. Для решения задачи с помощью вычислительной 
машины используются в определенном порядке по 2 программы 
каждого из 3 типов а, 6, с. В списке указаны 88 последовательно- 
стей из 6 программ: ааббсс, аабсбс, аасббс, ... 


Все ли такие последовательности вошли в список? 


Решение. Число всех рассматриваемых последовательностей 
программ выражается равенствами 


й : ь — я 51 = 90. 


В имеющемся списке нет двух последовательностей. 


$ 8. ВЫБОРКИ С ПОВТОРЕНИЯМИ 


Каждое отображение } множества А из И элементов в множе- 
ство М натуральных чисел, сумма У [(х) значений |(х) которо- 
хЕА 


го равна 11, называется выборкой (или сочетанием) с повторения- 
ми т из п элементов множества А. 


Число всех таких выборок выражается равенствами 


[= п+т—1) 


п— 1 т т! (п — 1)! ° 


Это предложение позволяет решить задачу о числе выборок 
с повторениями. 
Задача. Имеется по т одинаковых предметов каждого из п 


различных типов. Сколькими способами можно выбрать т из 
этих п.т предметов? 


Ответ: |" ее Г способами. 
т 


К задаче о числе выборок с повторениями сводятся следую- 
щие задачи. 

Задача 1. Сколькими способами можно выбрать 3 книги из 3 
одинаковых романов и 3 одинаковых томиков стихов? 
2-+3—1 
3 —4 способами; среди выбранных могут 


Й 


Ответ: 


быть 0, 1, 2, 3 экземпляра романа. 


Задача 2. Сколькими способами можно выбрать 18 из 52 
стандартных карт, различая их только по масти? 
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Ответ: :(* о ый 1) 


= способами; способов намного 


меньше, чем при различии по масти и по значению. 
Задача 3. Сколько всего существует результатов опыта, за- 
ключающегося в подбрасывании 2 одинаковых игральных костей? 


62 — 
Ответ: т о } = —= 21 результат; если кости различные, то 36. 


_ Задача 4. Сколькими способами можно выбрать 2 элемента 
из`п различных пар одинаковых элементов? 


ых 
Ответ: [" г | -(" й ое способами; п способами 


| п 
выбираются 2 одинаковые элемента, а. м способами — 2 разные 


элемента; по правилу Паскаля 
р А И й | 
. | см 2 / 
Замечание. Задача 4 имеет отношение к биологии: п аллельных 


и. | 
генов а1,..., а, определяют | о генотипов, среди них п ео- 


п, 
мозигот а1а1,..., аа и | гетерозигот а142, ..., @п-—1@ъ. 


Задача 5. Сколькими способами можно выбрать 3 из 12 букв 
Н.А, АТГ, ИП, И? 


Ответ: |" ь =. у —=20 способами. 


Замечание. Буквы А, Т, Г, Ц обозначают нуклеотиды `Аденин, 
Тимин, Гуанин, Цитозин. Число троек нуклеотидов оказывается 
равным магическому числу 20 — числу стандартных аминокислот, 
на которые разлагаются молекулы белка. На этом равенстве осно- 
вывался простейший белковый код, предложенный физиком Га- 
МОвЫМ. 

Рассмотрим п частиц, распределенных по К различным обла- 
стям 1,..., А пространства. 

Предположим, что частицы одинаковы и что в каждой области 
пространства их может находиться любое количество. Состояние 
рассматриваемой системы определяется числами И, ..., И, частиц, 
в [, ‚ Е-й областях пространства. 

” Условимся описанную модель называть моделью Бозе — Эйн- 
штейна. Она отличается от модели Максвелла — Больцмана пред- 
положением об одинаковости частиц. В модели Бозе — Эйнштейна 
не существует различных распределений частиц, определяющих 
одинаковые состояния системы. А в модели Максвелла — Больцма- 
на с различными частицами такие распределения существуют. 

Задача 6. Сколько всего существует возможных состояний 
системы в модели Бозе — Эйнштейна? 
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Решение. Число состояний системы в модели Бозе — Эйнштей- 
на, как и в модели Максвелла — Больцмана, равно числу всех се- 
мейств Е натуральных чисел п1,..., Пь, в сумме равных п: 


-и2-. а „НИ, = И. 
Каждое такое семейство является выборкой с повторениями п из № 
элементов множества А=={1,....А}. Следовательно, число состояний 
системы в модели Бозе — Эйнштейна, как и в модели Максвелла — 
Е и — ы. 


Больцмана, равно 
п 


х Я 


Глава 2* 
ЗАДАЧА О СУММЕ СТЕПЕНЕЙ 


Задача о сумме степеней последовательных натуральных чисел 
интересна в различных отношениях. При ее решении используются 
комбинаторные приемы и метод разностных уравнений. Они могут 
применяться также для решения многих других задач. 

При первом чтении эту главу можно пропустить. 


$ 1. МАТЕМАТИЧЕСКИЙ АППАРАТ 


Прежде, чем сформулировать задачу о сумме степеней и ре- 
шить ее, подготовим дополнительный математический аппарат. 


1.1. Разностное уравнение Аб=] 


В некоторых случаях последовательность А@=}, значениями 
которой являются разности Аб (п) =5(п--1) —& (п) значений число- 
вой последовательности ©, проще поддается исследованию, чем са- 
ма последовательность ©. Поэтому важно уметь по последователь- 


ности Аб=| разностей определять последовательность а, т. е. ре- 
шать разностное уравнение 


ДЕТ, 

Пример 1. Рассмотрим арифметическую прогрессию © с на- 
чальным членом а и шагом 6. Для каждого номера п==0, 1,2,... 
значение 2(п) последовательности & определяется равенством 
5 (п) =а--6п. Последовательность Аб в этом случае является по- 
стоянной последовательностью р, каждое значение которой равно 6. 
В самом деле, для каждого номера п 


Ав (п) = (п--1) —& (п) = [а-6 (п-Е 1) ] —[а-Е0"] =5. 


Другими словами, арифметическая прогрессия с начальным членом 
а и шагом 6 является решением разностного уравнения 


Ав=Р (п) =, п=0, 1,2,...). (1) 
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Заметим, что 
8 (0) =а. (2) 


В связи с этим говорят, что арифметическая прогрессия с начальным 
членом аи шагом в является решением разностного уравнения (1’), 
удовлетворяющим начальному условию (7’). 

Пример 2. Рассмотрим произвольное число с и натуральное 
число 71. Определим число с” равенствами: 


6—0 (тэ 0): 
СО, сс, с С(6-—1); 
С — С (6—1).....(с—т-Е1) (т=3,4,5,...). 


й 
Число с” связано с биномиальным коэффициентом | ) равенством 
т, 


С с(т) 
т о" 


Рассмотрим  последовательность | со значениями [(п) ==” 
(1—0, 1, 2,...)и последовательность $ со значениями 


$(0) =0, 


—- 


п- 


п-—1 
5 (п) = УЕ) = ХЕ (п=1,2,3,...). 
к—=0 В=0 


Нетрудно проверить, что 
4$ (0) =$(1) —5(0) =/(0) =0””, 
А$ (п) =$(и- 1) —$ (п) =[ (и) =п"® (п=1, 2, 3,,...). 


Таким образом, последовательность ©=5 является решением разно- 
стного уравнения — 


да! ДНИ”. по 10. (1”) 
удовлетворяющим начальному условию | 
5 (0) =0. (2”) 


Рассмотрим также последовательность р со значениями 


р (п) = = пе (п=0,1,2,,..). 


В частности, 


1 т 
р (0) = то В = 0. 


Для т=2, 3, 4,... верны равенства 
Др (п) = р(п + 1) —р(п) = (+ 1" = 
= 11+ Ол... +1 —п(и—1... ®—т = 
= ети (и + 1) — (и — тур = о 
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Нетрудно проверить (упражнение), что равенства Ар(п)==и” 
(1—0, 1, 2,...) верны и для т==0, 1. Сказанное означает, что по- 
следовательность в==р является решением разностного уравнения 
(1”), удовлетворяющим начальному условию (2”). 

Таким образом, каждая из последовательностей $ и р является 
решением разностного уравнения (1”), удовлетворяющим началь- 
ному значению (2”). Естественно, возникает вопрос: не следует ли 
отсюда, что последовательности $ и р равны? Из теоремы о сущест- 
вовании и единственности решения для разностного уравнения 
Ас=—], которая будет доказана в этом пункте, вытекает, что эта 
действительно так. Поэтому верны равенства: 

п—| 
о” и пт+0 (п =1,2,3, ...). 
#=0 


Получено удобное выражение для вычисления сумм чисел К”. 
Примеры 1, 2 подводят к следующим общим определениям. Рас- 
смотрим произвольные числовые последовательности }, © и число с. 

Обозначим символом А@ последовательность со значениями 


Аз (п) = (п- 1) —в(п) (п=0, 1, 2,...). 
Если верно равенство 
Ав=} (1) 


то будем говорить, что последовательность © является «решением 
разностного уравнения (1)». Если, кроме того, верно равенство 


8(0) = с, (2) 


го условимся говорить, что последовательность © является «решени- 
ем разностного уравнения (1), удовлетворяющим начальному 
условию (2)». 

Последовательность { называется «правой частью разностного 
уравнения (1)». 

Замечание. Равенство Аб=| для последовательностей верно 
тогда и только тогда, когда для каждого номера п верно равенство 
А5 (п) ={ (п) для чисел: 


О а 


Используя принцип индукции, нетрудно доказать, что верна следую- 
‚ щая теорема о существовании и единственности решения для раз- 
ностного уравнения (1). 
Теорема. Последовательность в==5 со значениями 
п-1 


$ (0) = с, 5 (п) =е+ 2 Р(®) (п= 1,2, ...) (3) 


является единственным решением разностного уравнения ( 1), 

удовлетворяющим условию (2). 

Доказательство. а. Последовательность в==5$, значения которой 
определены равенствами (3), является решением разностного урав- 
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нения (1), удовлетворяющим начальному условию (2). В са- 
мом деле, | 
4$ (0) =$ (1) —5(0) = [е-Е/(0) | —с=Р0), 


Д$ (п) = $ (п -+ 1) — $ (п) = [2+ $ | 


п—| ` 
— е+ р Я О и. 


Кроме того, по определению, „® 


$(0) = с. 


б. Рассмотрим произвольное решение ©==р уравнения (1), 
удовлетворяющее начальному условию (2). Используя принцип 
индукции и результат пункта | доказательства, покажем, что р=5. 

Рассмотрим множество М всех номеров т, для которых верно 
равенство 


1. Номер 0 принадлежит множеству М, так как 
р(0) =с==$ (0). 


2. Для каждого номера п верно предложение: если п при- 
надлежит М, то п |1 принадлежит М. В самом деле, если номер 
п принадлежит множеству М, то 


р(п) =5 (п). 
В то же время, так как р и $ являются решениями разностного 


уравнения (1),. 
р(п--1) —р(п) —=$(и--1) —5 (п). 
Отсюда вытекает, что 
р(п-Е1) —$ (п 1) =р(п) —$ (п) =0. 
И, следовательно, 
р(п--1) =$("п--П, 


т.е. номер #1 принадлежит множеству М. 

Таким образом, условия (1) и (2) принципа индукции выпол- 
нены, и множество М совпадает с множеством / всех натуральных 
чисел. Это значит, что равенство р(п)==$(й) верно для каждого 
номера п, т. е. р=$. 

Теорема доказана. 

Как было отмечено при рассмотрении примера 2, из доказан- 
ной теоремы вытекает 

Следствие. Для каждых натуральных чисел т>0 и п>>0 верно 


равенство 

п-1 | 
(т) (т-+1) 
А т- 1 ь ы 


Е—=0 
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Доказательство. Рассмотрим последовательности |, $5 ир со 
значениями соответственно 


ра АО. ). 


| | 


5 (0) =0, $(1)= УХА” (п=10....), 


пт  (п=0,1,2,...). 


р (п) = 


Как было показано, каждая из последовательностей б=$ и 
9=—=р является решением разностного уравнения (1”), удовлетво- 
ряющим условию 2 при с=0. По теореме о существовании и 
единственности решения для разностного уравнения (1”) отсюда 
следует, что р=5. 


2.1. Треугольная система линейных уравнений 


Рассмотрим систему линейных уравнений специального тре- 
угольного вида, благодаря которому эта система легко решается. 
Пример. Рассмотрим семейства чисел: 


\ 
Я 11 Х1 Ь 
@21 @52 № |, (р 
@з1 @з> @зз Хз 63 


Если верны равенства 
ах: = 61, 
а›1Х1 + ах» = 6», | (4) 
@з1Х1 + @з»Х> + аззХз = 6, 


то говорят, что семейство чисел Х1, хо, Хз является решением систе- 
мы линейных уравнений (4’). Предположим, что 
9115=0, @225=0, азз5=0. | (5’) 


В этом случае, используя треугольный вид системы (4”) и после- 
довательно решая составляющие ее уравнения, можно легко найти 
единственное решение х1, хо, хз этой системы. 

В самом деле, если верны о (4”), то 


х1 = — 6. 6' 
| НЫ (6°) 
Это равенство вместе с равенством 


| / 
Хэ = ль [65 — а51х1] (6’) 


определяют хо. Равенства для Хх! и №2 вместе с равенством 


| , 
Хз; = —_ [63 — (аз: — аз2^2)] (6’) 
33 | 
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определяют хз. Таким образом, если решение ху, Хо, Хз системы (4”) 
существует, то оно единственно и определяется равенствами (6’). 

Подставляя определенные равенствами (6’) числа д», хо, Хз 
в равенства (4”), убеждаемся в том, что эти числа действительно 
образуют решение рассматриваемой системы линейных уравнений: 


| 
а11 | — 61| = 61, 
911 
| 


а51Х1 - 425 [ба = авики) = 6., 


| 
аз1Х1 | аз2Хь  @зз т: [63 — (зах: + алых) = 6. 
В общем случае картина аналогична. 
Рассмотрим произвольное натуральное число 10 и семейства 
чисел: 


[@11 ) (Хх! | (6, | 
Я>1@22 ^2 Ъ. 
аз | , 
апа:2 ... а... ай т [ 
| Я т1@т2 ..-@т].-. Ва [хт \ Вт 


В сокращенной записи эти семейства обозначаются соответственно 
символами 


(апт. 15 (лат, (ст: 


Вместо (х;):==<„ будем писать также х|,..., Х„. Если верны ра- 
венства 
а11Х1 = 61, ) 
ал 1-Е 42% = 6», 
| | | (4) 
и В а ви ы Я: --... - апх; = Ь., 
ЧтиХ1 -|- Я тэ Хо -- ее — Ят1Х -|- асе -- ЯОтт/№т — бт, } 
:меющие в сокращенной записи вид 
: 
> ацху =; (= 1...„т), (За) 
1= 


то говорят, что «семейство чисел (х;)1<=т Является решением си- 
стемы линейных уравнений с семейством коэффициентов 
(а) 1<=т,1==: И С@мейством правых частей (5:;):=:=„». Коротко то 
же самое выражают фразой «семейство чисел х1,..., Х„ является 
решением системы линейных уравнений (4)» или фразой «семейст- 
во Х1,..., Х» является решением системы (4)». 
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Предположим, что 
ан=е0 (1—1, а т). (5) 


В этом случае, используя треугольный вид системы (4) и последо- 
вательно решая составляющие ее уравнения, можно легко найти ее 
единственное решение х1,..., Хх». Формально это делается следую- 
щим образом. Чтобы сократить запись, условимся считать, что 

0 

> а1;Х; = 0. 

= 


Если т>[Ги #=1,..., т—1, то рассмотрим произвольные числа 
х,... Ль. Определим число х,„+., равенством 
Е 
о иеыя [бы = № дыныв (Е =0,....т — 1). (ба) 
1+1 | =1 
В развернутой форме равенства (6) имеют вид: 
| ) 
х. = — 6 
^ 111 е 
| 
22 
| 
ХЕ = [бы — (@вчаала +... | @ных + ... + Яав+1.6Х#)], 
‚ ЧЕ, +1 
] 
Ат — а__ [би— (ах ... -Ат/Х) ет -- ат,т—1Хт-1)]. } 
тт 


(6) 


Теорема. Если выполнены условия (5), то равенства (6) опре- 

деляют семейство чисел х1,..., Х„, которое является единст- 

‘венным решением системы линейных уравнений (4). 

Доказательство. Используем принцип индукции. Предположим, 
что условия (5) выполнены, и рассмотрим множество М всех чисел 
п= 1—1, для которых равенства (6) определяют семейство чисел 
Хх, ... Л», ЯВЛЯЮющееся единственным решением системы уравне- 
ний (4). 

1. Ясно, что ОМ: равенство 


1 
х1 = — 
а 


определяет число х1, которое является единственным решением 
линейного уравнения 


а1х1=61. 
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2. Докажем, что для каждого натурального числа п верно 
предложение: если ИЕЕМ, то п 1еЕМ. 

Предположим, что при т==и равенства (6) определяют семей- 
ство чисел л1, ..., Х„, Которое является единственным решением 
системы линейных уравнений (4). 

Рассмотрим число х„..1, определяемое равенством (6) при Е=п. 
Семейство чисел Х|, ..., Х», Х,-1 является единственным решением 
системы линейных уравнений (4) при т=и-1. В самом деле, по 
предположению, семейство чисел хи, ..., х, является решением си- 
стемы (4) при т==и. Кроме того, 


п п 


_ № 
> @п-+-1,7^ 7-Е ап, пы Хи-т = = ЯМ Е 
тн = 


]= 


п 


| 
- Яп--1,п-+1 ОА вы > 2 он-н, р | —- ВЕ 
т ]=1 


Следовательно, семейство Ху, ..., Хи», Х„—1 является решением систе- 
мы (4) при т=и-Е1. 
Рассмотрим произвольное семейство чисел ут, ..., И», Уп, ДЛЯ 


которого верны равенства 
7 . 
2: = а 
1= 


Из сделанного относительно ху,..., х» предположения вытекает, что 
=... Ив==Х,. Следовательно, 


п 
| 
Уп--1 = ОИ Гы не > пазы = 


п 


ие 
Ват еж > боны — Хи+- 
. ]= 


| 
14-1, п-1 


Таким образом, семейство Хь, ..., Х», Хи: является единственным 
решением системы (4) при т=я-Е1. 

_ Условия (1) и (2) принципа индукции выполнены. Значит, 
М = №. Теорема доказана. 


$ 2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 


Сначала сформулируем задачу о сумме степеней описательно, 
затем уточним формулировку задачи и сведем дело к решению не- 
которого разностного уравнения. 
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1.2. Примеры 


Прежде, чем описать задачу о сумме степеней в общем виде, 
рассмотрим несколько простых примеров. 
Пример 1. По формуле суммы арифметической прогрессии для 
каждого‘натурального числа ий верны равенства 
п—|)п ] ] 


г Е. ‹ 
<< п 2 | . 2 
В частности, если п==0, то эти равенства эквивалентны равен- 
ству 0=0. 
Пример 2. Используя принцип математической индукции, не- 
трудно доказать, что для каждого натурального числа п верны 
равенства 


и Илл 1 
= “= 6 = 2 т 


Рассмотрим множество М всех натуральных чисел т, для кото- 
рых верно равенство 


У р "Отт 1) 


0<<т о 


1. Число ОМ, так как при и==0 это равенство эквивалентно 
равенству 0=0. 
| 2. Для каждого натурального числа п, если пеЕМ, п-1еМ. 
В самом деле, для каждого натурального числа п верно равенство 


1 
Я вы У ии 
0<Е<п-+1 0<Е<п 


Если пеЕЛМ, то 


р — № Пт (8 — | И Е О. 
О<<п-+1 | . 
и значит, и 1еМ. 

Таким образом, условия принципа индукции выполнены и мно- 
жество М совпадает с множеством М всех натуральных чисел. Рас- 
сматриваемые равенства верны для каждого натурального числа п. 

Пример 3. Используя принцип математической индукции, не- 
трудно доказать, что для каждого натурального числа п верны ра- 
венства | 


— 


— 2 1 1 
р и 
0<<п 2 й - : 
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Рассмотрим множество М всех натуральных чисел т, для кото: 
рых верно равенство 


и “ —1) ы] 
0<Е<т - | 


1. Число О=М, так как при т==0 это равенство эквивалентно 
равенству 0=0. | 

2. Для каждого натурального числа`п, если ПЕЛМ, п--1еМ. 
В самом деле, для каждого натурального числа п верно равенство 


8= У диз. 


0<Е<п-+1 0<Е< 


Если пеМ, то 


в: (ИЕО-П@-О\? 
пе. 


Е | 
О<Е<п-+! 


и значит, п-- 1еЛМ. 

Таким образом, условия принципа индукции выполнены 
и множество М совпадает с множеством М всех натуральных чисел. 
Рассматриваемые равенства верны для каждого натурального 
числа п. 

Замечание. Из равенства примеров | и 3 следует неожиданное, 
на первый взгляд, равенство 


р "= | о *). 


0<&<п 0<&<п 


(По поводу этого равенства см. книгу Д. Пойа «Как решить зада- 
чу». М., Учпедгиз, 1961.) 

Пример 4. Рассмотрим произвольные числа а и 6, арифметиче: 
скую прогрессию ] с начальным членом а и шагом В 


А) об (0 62...) 
и последовательность $ со значениями 
$(0) =0, 


п-1 


$(п) = \Ё() (п=12,3,...). 


Вычислять значения 5(п) последовательным сложением чисел 
(Е) =а-Н5Е трудно для больших номеров п. Поэтому возникает 
задача: найти выражение для суммы $(п), которое позволяло бы 
сравнительно просто вычислять эту сумму. 

Используя результат примера 1, находим: 
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п-] р 


= (а 5) = а+Ь У, р в = па +6 (п— 1) п/2 
на 3. рев) 


Пример 5. Рассмотрим произвольные числа а, фи с, последо- 
вательность ] со значениями 


(п) =а-Ноп-ст? (п=0, 1,2,...) 
и последовательность 5$ со значениями 
$(0) =0, 
—1 


5 (п) = ХЕ (п=1,2,3,...). 
Е=0 


Вычислять значения $(й) последовательным сложением чисел 
(Е) =а-НЬЕ-ЕсА? еще труднее для больших номеров п, чем в при- 
мере 4. Поэтому в данном случае задача о простом выражений для 


суммы $(п) еще важнее. 
Используя результаты примеров 2 и 4, находим: 


_1 п—1 = 


5(и) = © (а бес.) = Ха) +е 2х а — 
= па + 6 (п— 1) п/2 + с(п — Ги (21 — 1)/6 (п= О аа 


Примеры 1—0 подводят к следующей общей задаче. Рассмот- 
рим натуральное число т>>0, последовательность | со значениями 


(п) =и” (п=0, 1,2, ...) (1) 
и последовательность $ со значениями 
$(0) =0, ® (2) 
НЕ ^ п—1 | 
$ (п) = ЕЕ = УЕ (1п=129,3,...). (3) 


— — 


Задача: найти выражение для суммы $(п), которое позволяло 
бы сравнительно просто вычислять эту сумму. 
Так как неясно, что значит «сравнительно просто вычислять», 


1^ данное описание задачи нуждается в уточнении. 


2.2. Формулировка задачи 


В примерах 1, 2, 3 пункта 1.2 при т=1, 2, 3 для суммы 
$(п) можно получить выражения в виде значений полиномов 
(п 12. 3,. ры 
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$ (п) = = п? — п (т = 1), 
—=0 
| 
(п) = = 8 — 5+ п [Е 2), 


Эти равенства наводят на мысль о том, что для каждого натураль- 
ного числа т>0 существует полином р степени т-Е1, для которого 
верны равенства 


р(п) =$(п) (п=0,12,.:.). (4) 


Значения полинома р вычислять сравнительно проще, чем значения 

суммы $(п) последовательным сложением составляющих ее чисел. 

Поэтому задачу можно сформулировать следующим образом. 
Задача о сумме степеней. Для каждого натурального числа 
т —>0 найти полином р степени т--1, для которого верны ра- 
венства 


р (0) =0, 


п-1 
р(п) = > т  (п=1,29,3,...). 
=0 


Полином р степени т--1 определяется своими коэффициентами 


ас, @1,..., ат.1. Задача о сумме степеней, следовательно, сводится 
к задаче: найти числа @0, @1,..., а", для которых верны равен- 
ства а==0и 
п-1 
Ут=а тап+... + атат" (п=1,2,3,...). (5) 
Е—0 
Для случаев т—=1, 2, 3 числа ао, а1,..., ат были найдены: 
| ] 
и =0, =, а=у (т=у} 
| 1 2). 
и =0, а=-, &=—5, а=5 (т=2)}; 
| | | 
и =0, а=0, а,=-, а=—5, @а=- (т = 3). 


Равенство 4—0 эквивалентно условию р (0) =0. Для старших ко- 
эффициентов.верно равенство 


| 
Ят--1 == т 1" 


Можно предположить, что это равенство верно для каждого нату- 
рального числа #>>0. 
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3.2. Разностное уравнение 


Рассуждая как в примере 2 пункта 1.1, убеждаемся, что по- 
следовательность ©==$, значения которой определяются равен- 
ствами (2) и (3), является решением разностного уравнения 


Ав={ ((п)=п”, вп=0, № 2,...), (1”) 
удовлетворяющим начальному условию 
8(0) =0. | (2”) 


Из теоремы о существовании и единственности решения для 
таких уравнений, доказанной в пункте 1.1, следует, что задача 
о сумме степеней сводится к поиску «имеющего форму полинома» 
решения разностного уравнения (1”). Точнее, задача о сумме сте- 
пеней эквивалентна следующей задаче: для каждого натурального 
числа т>0 найти полином р степени т--1, для которого последо- 
вательность 5 со значениями 


&(п) =р(п) (п==0, 1, 2,...) (6) 


является решением разностного уравнения (1”), удовлетворяющим 
начальному условию (2”). 
Эту последнюю задачу и будем решать. 


$ 3. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ 


Как и задача о сумме степеней, эквивалентная ей задача об 
имеющем форму полинома решении уравнения (1”) сводится 
к определению коэффициентов @1,..., а» полинома р, значения ко- 
торого удовлетворяют равенствам (6). Для определения этих ко- 
эффициентов используется способ, называемый «методом неэпре- 
деленных коэффициентов». Поступаем следующим образом: 1) ис- 
пользуя равенство (1”), составляем систему линейных уравнений, 
решением которой являются искомые коэффициенты а1,..., ат ПО- 
линома р; 2) решаем полученную систему линейных уравнений 
и определяем коэффициенты а1,..., а». При этом последователь- 
ность &, значения которой определяются равенствами (6), являет- 
ся решением разностного уравнения (1”), удовлетворяющим на- 
чальному условию (2”). Тем самым задача решена. 


1.3. Составление системы линейных уравнений 


Рассмотрим произвольный полином р степени т-- 1: 


р (х) = Ра ах! 


со старшим коэффициентом 


1 
т — ШТ 


и свободным членом @&=0. Коэффициенты а1,..., аи оставим пока 
неопределенными. = 

Если полином р является решением поставленной задачи 
(т. е. последовательность & со значениями, определяемыми равен- 
ствами (6), является решением разностного уравнения (1”)), то 
верны равенства | 


Ари) =п”“ (0=0142,...) 
Числа Ар(п) являются значениями некоторого полинома Ар 


степени 17. Точнее, имеет место следующее предложение. 
Лемма. Вернь: равенства 


Ар (п) = Усл’ (г=0,1,2,...), 
0 
где 


т-+1 [ 
с.=х | а (=0,1,..., м). 
[—=г+1 \Г, 


Доказательство. |1. Прежде всего заметим, что для каждого 
натурального числа п верно равенство 
т-1 


Ар (п) = У ал (и), (° 


где 


А (п) = ("Рея (1=1,... т). 


В самом деле, 


т--1 т-1 
Ар (п) = р(п+ ]—р (п) = Ха (т+ | ат! — 
1=1 =] 
т т-1 


= р а [(п + 1) —п] = № а А (п). 
—. а: мы Ньютона для бинома, получаем: 


"РВ И 
(в!) ыО ен (р И и 


откуда Не 
нее 
А (п)! = У | п (1=1,....т-+1. 


Отсюда и из равенства (*) следует, что 


т-! 11 /][ ВЕ ВТА 
Ар (п) = % |1 ры } == = | а | (г 
Гри ко \^ 1 [#0 \ К 


3. Суммируя в правой части равенства (*+*) слагаемые, со- 
держащие одинаковые степени и”, получаем нужные равенства 
для коэффициентов С” (Г=0, 1,..., т). Заметим, что степень п” 
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[` . 
содержится в слагаемом | ап® тогда и только тогда, когда 
[—>т--1 и Ё==г. Объединим все эти слагаемые в группу. Сумма их 


равна числу 
| т-1 | 
ра | ап’. 


1==/-1 р 


[ 
При этом каждое слагаемое |, ап попадает в одну и только 


одну такую группу. Поэтому общая сумма получается сложением 
групповых сумм. Другими словами, верно равенство 


т-+1 [1-1 /] ` т [тай Г] 
у у , ЖЖ* 
(| ХХ (|. 6" 
[1 |#=0 7=О | 1==7+1 р 

Вместе с тем верны равенства 


т-+1 [ т-1 / 
и 


1741 \Г 1=г-1 


й 


[\ 
ы ат’, (#**®) 
где с, — числа, фигурирующие в формулировке леммы. 

Из равенств (*)—(*+***) следует равенство 


т 
Ар (п) = УХ см". 
= 
Лемма доказана. 
Из доказанной леммы следует, что равенство Ар (п) =И”" экви- 
валентно равенству 


т 


ей 


г=0 


Это равенство верно, если верны равенства с„==1, с,=0 (г=0,... 
... Т— 1). Первое из этих равенств верно: 


т-1 | 
с = х о 
Таким образом, дело сводится к следующей задаче: опреде- 
лить коэффициенты 41,..., аи полинома так, чтобы были верны 
равенства | 
т-+1 || 
= |) м0 (г=0,....т— 1), (7) 
=г+1 \Г 


т. е. мы свели задачу к решению ‘некоторой системы линейных 
уравнений. 

Замечание. В проведенном только что рассуждении использу- 
ется очевидное утверждение: если верны равенства 


ЕЕ. бе: РО, ео ЖЕ. 


то верны равенства 


т 
ьз сп’ = пт  (п=0,1,2,...). 
г=0 # 

Верно также менее очевидное обратное утверждение о том, 
что из вторых равенств следуют первые. Это вытекает, например, 
из следующего предложения о равенстве полиномов. Рассмотрим 
произвольные полиномы 


т т 
ы & 
8 (х) = Ме; <. Вх = ах! 
г=0 г=0 
степени 7>>0. Если существуют т--| различные числа х„, для 
которых эти полиномы имеют равные значения: 
8 (х.) = (х,) (п==0, Ве т), 
то равны соответствующие коэффициенты этих полиномов: 


С РЕЕО 


(Энциклопедия элементарной математики. Кн. П. Алгебра. М., 
Гостехиздат, 1951: ст. Л. Я. Окунева «Кольцо многочленов и ра- 
циональных функций», гл. |, & 1, условие равенства многочленов; 
$ 3, теорема 10, следствие). 

В рассматриваемом случае 


ИХ), 
Яи=1, Я,==0 (==0.. т—1[), 
С 


2.3. Решение системы линейных уравнений (7) 


Система линейных уравнений (7) легко сводится к эквивалент- 
ной треугольной системе линейных уравнений. Заметим, что при 
[—т--1 верно равенство 


й ] тг 
И ат г /] 


х. 


Введем следующие обозначения: 
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В этих новых обозначениях система (7) имеет вид 


Хам ОреО (Е, аа 


Следовательно, она эквивалентна треугольной системе линейных 
уравнений 


Уанх = [= ИЕН | (9) 
1=1 


коэффициенты а. и правые части 6: которой определяются равен- 
ствами (8). Заметим, что 


а вм , , | 

ви = [| ь -ичи-гко (Е ани 

| т —1 

В пункте 2.1 было доказано, что при этом условии решение 
Х,... Хт Системы (9) определяется равенствами 


О еНИИИ, ыы а У Яп-+1, вы (п=0,....т— |. 
п-+1,п-1 ]=1 


Хп+1 = 
(Если п=0, то правая часть равна 61:/а11.) Используя (8), полу- 
чаем равенства: 


\ 
ХХ] = @т+1-» Хп-+т = Ят-п, 


РН ПИ | 
Яп-+1,; —= › @п-+1, п-т = я —= т —П, 


т—1—п —п— 1 В 
НЫ | Е | 
1 = — . 

т о ей 

Поэтому в старых обозначениях решение системы (9) имеет вид: 
1 1 т-1 Е а 

Пт т ии) (Ир) ный 
(= бе: (10) 


Так как система (7) эквивалентна системе (9), коэффициенты и 
правые части которой определяются равенствами (8), то равенства 
(10) определяют решение аш,..., а, системы (7). Тем самым за- 
дача о сумме степеней решена. Это и выражает следующая 
основная 


| 
Теорема. Для полинома р (х) = = д ант вах 


коэффициенты а„,..., аа которого определяются равенствами 
(10), верны равенства 


— 


рп У (и=12,3,...). 
Е=0 


Доказательство. 1. В пункте 3.2 было показано, что равенства 


р = У № О оны} (*) 
о 


будут верны, если верны равенства 
Ар(п)=п” (1п=0, 1,2, ...). (+=) 

2. В пункте 1.3 было показано, что равенства (**), в свою оче- 
редь, будут верны, если положить @=0, а„.!==1/(т-Н1) и опре- 
делить остальные коэффициенты а»„,..., а: так, чтобы были верны 
равенства (7). | 

3. Наконец, в данном пункте показано, что равенства (7) вер- 
ны, если верны равенства (10). 

Следовательно, для полинома р(х), коэффициенты которого 


определяются равенствами (10), верны равенства (*), что и тре- 
бовалось доказать. 


3.3. Примеры 


Используя равенства (10), нетрудно получить простые выра- 
жения для нескольких старших коэффициентов. 


В частности, для каждого номера т>>0 получаем: 


— | вы | (т-- 1)! 
ат = ——° —= 


——_—__——_— —=—- 
ваикь ния 


т ТЕ т—1 т(т- 1) (т— 1) — 
мос. Е ты ] 
ВО“ 9 


1. Если т>—1, то 


, 


В > 1 т-1 | т 
Е Е м-р 


ВНЕ Е Е. (т)! 1 т! ве 
^` т— 1 == В Е изв |= 


ЕЕ т(т—П т(т—1) т 
> и 6 4 | 


2. Если т. то 


ай | т 1 1 т т т—1\| _ 
т | М1 м3 в: Ты + ®[иш_з в 


о 1 (ИИ _ 1. т! т (т— 1)! | _ 
т 2] т (т 3)!4! 2 (т—3)!4! т 2 (т — 3)121 | — 
— "т [ ЕЕ. 1 1 _ 
О И ЕС ея а: 5+ =0 
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3. Вели. т>3, то 


а Г .. 1 о пм \ а 0 
41 ] (т 1 т! т (т! ] 
— == (т 415 2 (т— 44! + ея |= 
ИИ. Г... © 
— (т 3) 120 1203 | 


Полученные результаты можно записать в виде следующей 
таблицы: 


Чт 1 а п | Я 1 Я но Яап 


| а | т 0 с") 
т--1 ТВ 12 — 120\ 3. 


Пользуясь этой таблицей, легко выписать представления для 
суммы 


М =1 
А" 
Е—=0 


при т==1, 2, 3, 4. (В случаях т=1, 2, 3 результаты, естественно, 
совпадают с полученными в пункте 1.2.) | 
Имеем (п=—1, 2, 3,...): 


=. 
| 


1 | 
УХ Е= эп? — 5п, 
Е=0 
п-1 
| | 1 
ХЕ = 3 — + — п, 
| 
п-1 
У 8—1 ГЕ И 
хе дп 5п -- 17”, 
п-1 
% а_1 5114 р а 
РЕ. 2 т ЗП 30" 


Упражнение. Для произвольного т>4 вычислить коэффициент 
„4 И получить представление для суммы 


п 
ай 
Е=0 


Замечание. Задача о сумме степеней является частным случа- 
ем общей задачи о суммировании функций. Постановка и решение 
этой общей задачи подробно изложены в книге А. О. Гельфонда 
«Исчисление конечных разностей» (М., Гостехиздат, 1959). Там 
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рассматривается и задача о сумме степеней. Доказывается, что 
для каждых номеров т и [<т верно равенство 
] т -- |. 

5ь 


Чт -1= тт в 


где В, — числа Бернулли, и приводится таблица для чисел Бернул- 
ли с номерами [=—35. В частности, 


[еее | в 14 Ю[в| = 
вии 15| 69| 7 |. 361743867 | 1746 _ 
5 [5219 6 |270 5 | 50| 758 | 350 


(Все числа Бернулли с нечетными номерами, кроме В!:, равны 


нулю.) 
Используя указанное равенство и таблицу, можно легко полу- 
чить ответ для задачи о сумме пятых степеней, предложенной в ка- 


честве упражнения. В свою очередь, используя равенства (10), 
можно проверить данную таблицу. 


Раздел П 


ВЕРОЯТНОСТЬ 


Какова вероятность того, что произойдет данное событие? 

К этому вопросу сводится большое количество самых раз- 
ных задач: 

Какова вероятность того, что монета упадет гербом 
вверх? 

Какова вероятность того, что стрелок попадет в цель? 

Какова вероятность того, что наугад выбранное изделие 
окажется бракованным? 

Какова вероятность того, что родится мальчик? 

Теория вероятностей изучает способы вычисления вероят- 
ностей случайных событий. Она формулирует правила подсче- 
та вероятностей некоторых простых событий. Удачное исполь- 
зование этих правил позволяет вычислять вероятности более 
сложных событий. 

Теория вероятностей изучает также способы вычисления 
средних значений случайных переменных. 

Вероятностные расчеты используются сейчас почти во 
всех областях науки, техники и производства. 


Часть 1 


КОНЕЧНЫЕ ВЕРОЯТНОСТНЫЕ МОДЕЛИ 


Мир, в котором мы живем, очень сложен. Присущие каждому явлению за- 
кономерности прокладывают себе путь сквозь хаос случайностей. Для многих 
явлений влияние случая настолько существенно, что их изучение и практическое 
использование невозможны без исследования и количественной оценки этого 
влияния. 

Теория вероятностей рассматривает математические модели явлений, позво- 
ляющие учитывать влияние случая. 


Глава 1 


МОДЕЛЬ ЛАПЛАСА 


Классическое использование термина вероятность связано 
с представлением об опытах с равновозможными результатами. 
Вероятностью события в такой модели называется отношение чис- 
ла составляющих это событие исходов к числу- всех возможных 
исходов. Это определение было предложено Лапласом в начале 
прошлого века. 


$ 1. ПРИМЕРЫ 


Рассмотрим несколько примеров, разъясняющих содержание 
модели Лапласа и подготавливающих соответствующие формаль- 
ные определения. 


1.1. Пример 1. Игральная кость 


Игральная кость представляет собой кубик, грани которого 
отмечены номерами 1, 2, $3, 4, 5, 6, обозначающими числа очков. 

Рассмотрим опыт: игральная кость подбрасывается один раз. 
Построим вероятностную модель этого опыта. 
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1.1.1. Множество исходов 


Первая задача, возникающая при создании вероятностной 
модели рассматриваемого опыта, состоит в математическом опи- 
сании его возможных результатов. Будем считать, что возможен 
один и только один из следующих результатов: кость падает 
гранью номер 1 вверх (1 очко), кость падает гранью номер 2 вверх 
(2 очка),..., кость падает гранью номер 6 вверх (6 очков). Все 
другие результаты (например, падение кости на ребро) считаются 
невозможными. Каждый возможный результат удобно обозначать 
коротко соответствующим числом очков. Условимся эти числа на- 
зывать исходами. Составляемое этими числами множество исходов 
(= {1, 2, 3, 4, 5, 6} является удобным математическим описанием 
возможных результатов опыта с подбрасыванием игральной кости. 


2.1.1. Алгебра событий 


Вторая задача, возникающая при создании вероятностной мо- 
дели рассматриваемого опыта, состоит в математическом описании 
явлений, определяемых его возможными результатами. Так как 
возможные результаты опыта описываются исходами, то опреде- 
ляемые этими результатами явления естественно описывать мно- 
жествами, составленными из исходов. Например: появление чет- 
ного числа очков описывается множеством А == {2, 4, 6}, появление 
нечетного мисла очков — множеством В == {1, 3, 5}, появление числа 
очков, строго меньшего пяти,— множеством С== {1, 2, 3, 4}. 

Такое описание учитывает логическую связь явлений: реали- 
зация хотя бы одного из двух явлений описывается объединением 
соответствующих множеств исходов; реализация каждого из двух 
явлений — пересечением соответствующих множеств исходов; 
нереализация явления — дополнением соответствующего множест- 
ва исходов до множества всех исходов. Например: появление чет- 
ного или нечетного числа очков описывается объединением 
А] В ={1, 2, 3, 4,5,6} множеств А == {2, 4, 6} и В= {1, 3, 5}, по- 
явление четного числа очков, строго меньшего пяти, — пересечением 
ДС ={2,4} множеств А== {2, 4, 6} и С= {1, 2, 3, 4}, непоявле- 
ние четного числа очков — множеством А’== {1, 3, 5}. | 

Каждое множество, составленное из исходов, условимся назы- 
вать событием. Класс всех таких множеств с определенными для 
него объединением, пересечением и дополнением образует алгебру 
событий .5{. Алгебра событий 54 служит удобным математическим 
описанием явлений, определяемых возможными результатами опы- 
та с подбрасыванием игральной кости. 


3.1.1. Элементарная вероятность 


Третья задача, возникающая при создании вероятностной мо- 
дели рассматриваемого опыта, состоит в математическом описании 
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зависимости от случая его возможных результатов, в математиче- 
ском определении меры реализуемости этих результатов. 
Симметричность игральной кости позволяет считать все ре- 
зультаты опыта с подбрасыванием кости равновозможными: оди- 
наково возможно получить | очко, 2 очка,..., 6 очков. Поэтому 
разумно приписать этим результатам равные меры реализации. 
Для того, чтобы иметь возможность сравнивать опыты с различ- 
ными числами результатов, разумно выбрать для меры реализуе- 
мости значения, отнесенные к числу возможных результатов. Из 
сказанного следует, что каждому результату опыта с подбрасыва- 
нием игральной кости можно приписать меру реализуемости, рав- 
ную 1/6. Математически эта мера определяется следующим обра- 
зом. Для каждого исхода и определим число р(и) равенством 


р(и) =Ип(О). 
Более подробно это определение выражается равенствами 
Р(В=р(2) =р(3) =р(4) =р(5) =р (6) =1/6 


или таблицей 


акима ы Е 


р(и) 1/6 1/6 


в ив ив 1/6 


Тем самым на множестве исходов И определена функция р, 
значение которой для каждого исхода и равно числу р(и). Назо- 
вем эту функцию р элементарной вероятностью. Ее значение р(и) 
условимся называть элементарной вероятностью исхода и. Элемен- 
тарная вероятность р является удобным математическим описани- 
ем меры реализуемости возможных результатов опыта с подбра- 
сыванием игральной кости. 


4.1.1. Вероятность 


Четвертая задача, возникающая при создании вероятностной 
модели рассматриваемого опыта, состоит в математическом описа- 
нии зависимости от случая явлений, определяемых возможными 
результатами опыта, в математическом определении меры реали- 
зуемости этих явлений. 

Каждому явлению, определяемому возможными результатами 
рассматриваемого опыта, естественно в качестве меры реализуе- 
мости приписать сумму мер тех результатов опыта, при которых 
это явление реализуется. Например: появлению четного числа 
очков естественно приписать меру реализуемости 1/6--1/6--1/6= 
—=3/6=1/2; появлению нечетного числа очков —ту же меру; по- 
явлению числа очков, строго меньшему пяти, — меру реализуемости 
1/6-- 1/6 1/6-- 1/6=4/6=2/3. Математически такая мера опреде- 
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ляется следующим образом. Для каждого события А определим 
число Р(А) равенством 


Р (А) = ра. (и), 


т. е. число Р(А) равно сумме чисел р(и) для исходов и, составля- 
ющих событие А. Так как все слагаемые р(#) равны числу 1/1 (0), 


то сумма У р(и) равна произведению числа 1/и(И) на число 
п(А) Е Значит, 
Р(А) =п(А) [п (0). 
Например: 
Р({2, 4, 6} ) =р (2) -Ер (4) {р (6) =3/6=1/2, 
Р({1, 3, 5}) = (1) р(3)-+р(5) =3/6 = 1/2, 
Р({1, 2, 3, 4} ) =р(1) р (2) + р (3) -ЕР (4) =4/6=2/3. 


Таким образом, на алгебре событий 54 определена функция 
Р, значение которой для каждого события А равно числу Р(А). 
Назовем эту функцию Р вероятностью. Ее значение Р(А) условим- 
ся называть вероятностью события А. Эта вероятность равна отно- 
шению числа п(А) исходов, составляющих событие А, к числу 
п(И) всех исходов. Вероятность Р является удобным математиче- 
ским описанием меры реализуемости явлений, определяемых воз- 
можными результатами опыта с подбрасыванием кости. 


5.1.1. Вероятностная модель 


Множество исходов Ц, алгебра событий .5/, элементарная ве- 
роятность р и вероятность Р образуют удобную модель опыта 
с подбрасыванием игральной кости. Термины исход и событие 
используются в этой модели в соответствии с их содержанием. Ве- 
роятность играет роль меры реализуемости, что также соответству- 
ет обычному смыслу этого слова. Поэтому слово вероятность ис- 
пользуется и при содержательных формулировках задач. 

С помощью ‘построенной вероятностной модели решается, на- 
пример, такая 

Задача. Какова вероятность того, что при подбрасывании 

игральной кости появляется четное число очков? 

Решение. Задача сводится к вычислению вероятности Р(А) 
события А== {2, 4, 6}. Имеем: 


Р(А) =п(А) п (И) =3/6=1/2. 
2.1. Пример 2. Урна с шаром 


В урне находится 10 шаров: 4 красных и 6 белых. Рассмотрим 
опыт: из урны выбираются наугад 3 шара. Построим вероятност- 
ную модель этого опыта. | 
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1.2.1. Множество исходов 


Обозначим красные шары номерами 0, 1, 2, 3, а белые — но- 
мерами 4, 5, 6, 7, 8. 9. Каждый возможный результат опыта можно 
тогда обозначить множеством номеров трех выбираемых шаров. 
Например: выбор шаров с номерами 0, 2, 5 обозначается множест- 
вом {0, 2, 5}, выбор шаров с номерами 7, 8, 9 — множеством 
{7, 8, 9}. Условимся множества, составленные из трех цифр, назы- 
вать исходами. Составляемое ими множество исходоз ИЦ является 
удобным математическим описанием возможных результатов опы- 
та с выбором шаров. 


2.2.1. Алгебра событий 


Так как возможные результаты опыта описываются исходами, 
то определяемые этими результатами явления естественно описы- 
вать множествами, составленными из исходов. Например, появле- 
ние только красных шаров описывается множеством А = {{0, НР 
{0, 1, 3}, {0, 2, 3}, {1, 2, 3}. Как и в примере с игральной костью, 
такое описание учитывает логическую связь явлений. 

Каждое множество, составленное из исходов, условимся назы- 
вать событием. Класс всех таких множеств с определенными для 
него объединением, пересечением и дополнением образует алгебру 
событий 54. Алгебра событий 5 является удобным математиче- 
ским описанием явлений, определяемых возможными результатами 
опыта с выбором шаров. 


3.2.1. Элементарная вероятность 


Выбор наугад шаров из урны позволяет считать все результа- 
ты опыта равновозможными: одинаково возможно выбрать любые 
три шара. Поэтому разумно приписать этим результатам меру 


реализуемости, равную | | 3). Математически эта мера опреде- 


ляется как функция р на множестве исходов И, значение которой 
для каждого исхода и равно числу 


р (и) = Шт (0) =1 9 = 1/120. 


Назовем эту функцию р элементарной вероятностью. Ее значение 
р(и) условимся называть элементарной вероятностью исхода и. 
Элементарная вероятность р является удобным математическим 
определением меры реализуемости возможных результатов опыта 
с выбором шаров. 


4.2.1. Вероятность 


Каждому явлению, определяемому возможными результатами 
рассматриваемого опыта, естественно в качестве меры реализуемо- 
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сти приписать сумму мер тех результатов опыта, при которых это 
явление реализуется. Математически эта мера определяется как 
функция Р на алгебре событий {, значение которой для каждого 
события А равно числу 


Р(А) = Хр) = (Аут (0). 


Назовем функцию Р вероятностью. Ее значение Р(А) условимся 
называть вероятностью события А. Эта вероятность равна отноше- 
нию числа п(А) исходов, составляющих событие А, к числу п(И) 
всех исходов. Например, вероятность Р(А) события А== {{0, 1, 2}, 
{0, 1, 3}, {0, 2, 3}, {1, 2, 3}}, описывающего появление только крас- 
ных шаров, выражается равенствами 


Р(А) =1/120-=1/120-1/120-1/120=4/120. 


Вероятность Р является удобным математическим описанием меры 
реализуемости явлений, определяемых возможными результатами 
опыта с выбором шаров. 


5.2.1. Вероятностная модель 


Множество исходов Ц, алгебра событий 54, элементарная ве- 
роятность р и вероятность Р образуют удобную модель рассмат- 
риваемого опыта с выбором шаров. Термины исход, событие и ве- 
роятность используются в ней в соответствии с их содержанием. 
Поэтому они употребляются и при содержательных описаниях 
задач. 

С помощью построенной вероятностной модели решается, на- 
пример, такая | 

Задача. Какова вероятность того, что среди выбираемых 3 ша- 

ров ровно 2 — красные? 

Решение. Задача сводится к вычислению вероятности Р(А) 
события А, составленного из трех исходов, в которых два номера 
меньше 3, а один — строго больше 3. Событию А принадлежат, на- 
пример, исходы {0, 1, 4}, {0, 1, 5}, {0, 2, 4}, {2, 3, 9}. Вычисление 
вероятности Р(А) сводится к подсчету числа п(А) исходов, состав- 
ляющих событие А. Используя теорему о числе выборок и правило 
умножения, нетрудно убедиться в том, что 


"м-(5)(.) аа В 


Р(А) =п(А) п(И) =36/120=3/10. 


откуда 


3.1. Пример 3. Игра с. монетой 


Рассмотрим такой опыт: симметричная монета подбрасывается 
два раза. С этим опытом можно связать игру: 
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1) если монета оба раза падает гербом вверх, то игрок вы- 
игрывает; | 

2) если монета оба раза падает цифрой вверх, то игрок про- 
игрывает; | 

3) если монета один раз падает гербом вверх и один — циф- 
рой, то игра оканчивается ничьей (игрок не выигрывает и не про- 
игрывает). | . 

Построим две различные вероятностные модели такой игры. 


1.3.1. Первая модель 


Будем рассматривать то, что интересует игрока: выигрыш, 
ничья и проигрыш.. 

1.1.3.1. Множество исходов. Возможными результатами опыта 
условимся считать следующие: 

0) проигрыш (монета ни разу не падает гербом вверх); 

1) ничья (монета ровно один раз падает гербом вверх); 

2) выигрыш (монета два раза падает гербом вверх). 

Номера и! =0, 1, 2 этих результатов назовем исходами. Мно- 
жество исходов И! =={0, 1, 2} описывает возможные результаты 
опыта. 

2.1.3.1. Алгебра событий. Явления, определяемые возможными 
результатами опыта, будем описывать частями множества исхо- 
дов П!. Назовем эти части событиями. Например: выигрыш опи- 
сывает событие В, = {2}, проигрыш — событие С!=={0}, ничья — 
событие О, = {1}, непроигрыш (монета хотя бы один раз падает 
гербом вверх) — событие А; ={1, 2}. 

Класс | 


{1 = {О, {0}, {1}, 12}, {0, ВИ 10, 2} О 2, 0} 


всех частей множества И! с определенными для него объединени- 
ем, пересечением и дополнением образует алгебру событий (54, Е 


3.1.3.1. Элементарная вероятность. Меру реализуемости воз- 
можных результатов опыта определим, считая все результаты рав- 
новозможными. Припишем каждому исходу и, =0, 1, 2 элементар- 
ную вероятность р, (и) =1/3. Функцию р! на й:ножестве исходов (| 
со значениями р:(0)==р, (1) ==р! (2) =1/3 назовем элемегтарной 
вероятностью. 

4.1.3.1. Вероятность. Меру реализуемости явлений определяе- 
мых возможными результатами опыта, введем следующим обра- 
зом. Каждому событию А! припишем вероятность Р,(А!), равную 
сумме элементарных вероятностей р,(и!) исходов и, составляю- 
щих событие Д1: 


Р(0)=0; 
Р1({0}) =р(0) =1/3, Р({1}) =р (1) =113, Р({2}) =р^(2) =1/3; 
`Ри({0, 1}) =^р(0) р(1) =2/3, Р({0, 2}) =р(0) +-р(2) =2/3, 
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Р({1, 2})=р(1)-+2(2) =2/3; 


РЦ!) =р (0) р (1) р (2) =1. 


Функцию Р! на классе событий 5; со значением Р,(А!) для каж- 
дого события А! назовем вероятностью. 

5.1.3.1. Вероятностная модель 1. Множество исходов И\1, алгебра 
событий 5/1, элементарная вероятность р: и вероятность Р, обра- 
зуют первую модель игры с монетой. 

В этой модели вероятности событий В1, С1, В: и Ар, описываю- 
щих выигрыш, проигрыш, ничью и непроигрыш (появление герба 
два раза, нуль раз, ровно один раз и хотя бы один раз), соответ- 
ственно равны: 


Р!\ (В!) ==Р (С!) =: (2!) —=1/3, Р‚ (А!) —=2/3. 


2.3.1. Вторая модель. 


Рассмотрим опыт с подбрасываниями монеты подробнее. 

1.2.3.1. Множество исходов. Возможными результатами опыта 
условимся считать: 

00) первый раз появляется цифра, второй раз появляется цифра; _ 

01) первый раз появляется цифра, второй раз появляется герб; 

10) первый раз появляется герб, второй раз появляется цифра; 

11) первый раз появляется герб, второй раз появляется герб. 
Для описания этих результатов используем пары О00, 01, 10, 11. 
Назовем эти пары исходами. Множество исходов И›= {00, 01, 
10, 11} описывает возможные результаты опыта. 

2.2.3.1. Алгебра событий. Явления, определяемые возможными 
результатами опыта, будем описывать частями множества исхо- 
дов Це. Назовем эти части событиями. Например: 

появление герба два раза (вышгрьии) описывает событие 

В.== {11}, 

появление герба нуль раз (проигрыш) — событие С›= {00}, 

появление герба ровно один раз (ничья) — Ог={01, 10}, 

появление герба хотя бы один раз (непроигрыш) — событие 
А, = Во = {01, 10, 11} г | 

Класс 542 всех частей множества Из с определенными для него 
объединением, пересечением и дополнением образует алгебру со- 


бытий (5, /, П.). а 

3.2.3.1. Элементарная вероятность. Меру реахизуемости воз- 
можных результатов опыта определим, считая все результаты рав- 
новозможными. Припишем каждому исходу и›2==00, 01, 10, 11 эле- 
ментарную вероятность рэ(и2) =1/4. Функцию р2 на множестве 
исходов Ио со значением р2(00)==р(01) =р (10) =р (11) =1/4 на- 
зовем элементарной вероятностью. 

4.2.3.1. Вероятность. Меру реализуемости явлений, определяе- 
мых возможными результатами опыта, введем, приписав каждому 
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событию А2 вероятность Р›(А2), равную сумме элементарных веро- 
ятностей р2(12) исходов и2, составляющих событие 42. Функцию Ро 
на классе событий 52 со значением Р›(А.) для каждого события 
До назовем вероятностью. 

5.2.3.1. Вероятностная модель 2. Множество исходов Ш, ал- 
гебра событий 4, элементарная вероятность ро и вероятность Р2 
образуют вторую модель игры с монетой. 

В этой модели вероятности событий Ве, Со, Оо и Ао, описываю- 
щих появление герба два раза, нуль раз, ровно один раз и хотя бы 
один раз (выигрыш, проигрыш, ничья и непроигрыш), соответ- 
ственно равны: 


Р›(Вз) =Р>(С5) =1/4, Р.(О.)=2/4, Р-(А2) =31/4. 


3.3.1. Обсуждение 


Таким образом, различные модели дали различные вероятно- 
сти событий, описывающих одни и те же явления. Возникает во- 
прос, какая из предлагаемых моделей больше соответствует дейст- 
вительности? Анализируя их, можно заметить, что в первой модели 
предположение о равновозможности результатов ничзм не обосно- 
вано, а во второй оно обосновывается симметричностью монеты. 
Это замечание позволяет думать, что вторая модель больше соот- 
ветствует действительности. Однако окончательно решить этот во- 
прос можно только практической проверкой. Если вероятность 
события действительно является мерой реализуемости соответству- 
ющего явления, то она должна быть близка частоте, с которой это 
явление происходит при реальных подбрасываниях монеты, повто- 
ренных достаточно большое число раз. 

Практическую проверку соответствия рассматриваемых веро- 
ятностных моделей действительности провести нетрудно. В частно- 
сти, когда монета дважды подбрасывалась 50 раз, то результат 
«цифра, цифра» наблюдался 12 раз, результат «цифра, герб» — 
14 раз, «герб, цифра» —12 раз, «герб, герб» —12 раз. Следова- 
тельно, результат «герб ноль раз» наблюдался 12 раз, «герб ровно 
один раз» — 26 раз, «герб два раза» —12 раз. Соответствующие 
частоты выражаются таблицами: 


_0 | 1 | ых 00 | 01 | 10. | 11 
ея бы м Ее 
50 3 75 | 50 3‘ 75| 50 3 75 50 4 100]50 4'100150_ 4 100150 4 100 


Эти таблицы показывают, что во второй модели наблюденные 
частоты ближе соответствующим элементарным вероятностям. 
Проделанный эксперимент подтверждает большее соответствие 
действительности второй модели. 

Упражнение. Подбросить дважды монету 100 раз и сравнить 
наблюденные частоты с элементарными вероятностями первой 
и второй моделей. 
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$ 2. МОДЕЛЬ ЛАПЛАСА 


‚Для описания опытов с равновозможными результатами улоб- 
на классическая модель Лапласа. 


1.2. Множество исходов О 


Основой модели является непустое конечное множество И. 
Элементы и множества Ц называются исходами. Само множество 
(называется множеством исходов. Множество исходов И описы- 
вает возможные результаты опыта. 


2.2. Алгебра событий .57 


Вторым элементом модели является алгебра (57, (.], [|,)), 
образованная классом .5й всех частей множества исходов И и опре- 
деленными для него объединением, пересечением и дополнением. 
Части А множества исходов И называются событиями. Алгебра 
(9, [/,[],) называется алгеброй событий и сокращенно обозна- 
чается буквой 54 (так же, как и класс событий). Алгебра собы- 
тий 5 описывает явления, определяемые возможными результата- 


ми опыта. 
Пустое множество О называется невозможным событием, 


а множество исходов Ц — достоверным; каждое событие А=>0О 
называется возможным. 


3.2. Элементарная вероятность р 


Третьим элементом модели является аа я 


ность р. 
Рассмотрим функцию р на множестве исходов О, значение 


р(и) которой для каждого исхода и определяется равенством 
(1) #. | р(и) =Ив(о). 


Функция р называется элементарной вероятностью. Ее значение 
р(и) — элементарной вероятностью исхода и. Элементарная веро- 
ятность описывает зависимость возможных результатов опыта от 
случая. Она является мерой реализуемости этих результатов. Ра- 
венство (1) описывает их равновозможность. 


4.2. Вероятность Р 


‚ Четвертым и самым важным элементом модели является ве 


ятность Р. 
Для каждого события А рассмотрим сумму Р(А) элементар- 
ных вероятностей р(и) исходов и, составляющих событие А: 


(2). ВА == СР (и) = в (А)/в (0). 
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Эти равенства определяют на классе событий 5% функцию Р со 
значением Р(А) для каждого события А. Функция Р называется 
вероятностью, а ее значение Р(А) — вероятностью события А. Ве- 
роятность описывает зависимость от случая явлений, определяе- 
мых результатами опыта. Она служит мерой реализуемости этих 
явлений. 


5.2. Вероятностная модель Лапласа 


Множество исходов ИЦ, алгебра событий .5{, элементарная ве- 
роятность р и вероятность Р, определяемая равенствами (1) и (2), 
образуют классическую модель Лапласа. 

Замечание. Конкретный выбор множества исходов И определя- 
ется удобством описания рассматриваемых явлений. Существен- 
ным для модели является только число п(И) элементов множест- 
ва О. Можно нумеровать каким-либо образом результаты опыта 
и использовать для его описания стандартную модель Лапласа п 
равновероятных исходов |[,..., п, как это сделано в примерах | и 2. 

Подчеркнем еще раз, что модель Лапласа описывает опыты 
с равновозможными результатами. Пример 3 из $ 1 показывает, 
что если результаты не равновозможны, то эта модель не приме- 
нима. 


$ 3. СВОЙСТВА ВЕРОЯТНОСТИ 


Рассмотрим основные свойства элементарной вероятности и 
вероятности для модели Лапласа. 


1.3. Элементарная вероятность р 


Элементарная вероятность р является положительной норми- 
рованной функцией на множестве исходов 0. 
1. Элементарная вероятность р ‘положительна: 


р(и) =Ип (И) >0 


для каждого исхода и. 

2. Элементарная вероятность р нормирована. Это значит, что 
сумма элементарных вероятностей р(и) для всех исходов и равна 
единице: 


Хр =п(И - ит) = 1. 


2.3. Вероятность Р 


Вероятность Р является положительной, нормированной и ад- 
дитивной функцией на классе событий 49. 
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1. Вероятность Р положительна: 
Р (А) = = п (А)/п (И) > 


для каждого события А. 
2. Вероятность Р нормирована: 


_Р() = Ури =" (п (0) = 1. 


3. Вероятность Р аддитивна: 
Р(А-+В) =Р(А)--Р(В) 


для каждых непересекающихся событий А и В. Это правило сло- 
жения для вероятности Р в модели Лапласа может быть получено 
как следствие правила сложения для числа элементов: 


Р(А+В) =п(А-+В) [п (И) = 
= (и (А) Еп(В)) т(0) =п(А) т (И) и (Вт (0) = 
=Р(А)--Р(В). 


3.3. Примеры 


АЗОВ простые примеры использования правила сложе- 
ния для вычисления вероятностей событий. 

Пример 1. Игральная кость подбрасывается один раз. Какова 

‘вероятность того, что появится четное или нечетное число 

очков? 

Решим эту задачу, используя модель примера 1 из $ 1. Она 
сводится к вычислению вероятности Р(А--В) суммы А-В непере- 
секающихся событий А == {2; 4, 6} и В={1, 3, 5}. Используя пра- 
вило сложения, находим: 


РАВ) —=Р(А)--Р(В) =3/6-3/6 == 1. 


ты ы и получается, если использовать равенство 
-- В | 
Р(А--В)=Р (И) =6/6=1. 


Пример 2. В урне находятся 4. красных шара и 6 белых. Из 
этих`10 шаров наугад выбираются 3 шара. Какова вероятность 
того, что все выбранные шары одного цвета? 

Решим эту задачу, используя модель примера 2 из 65 1. Она 
сводится к вычислению вероятности Р(А-- В): суммы А-В непере- 
секающихся событий А и В, описывающих соответственно появле- 
ние 3 красных шаров и 3 белых. По теореме о числе выборок 


п (А) = [3/4 п (В) = ВЕ (‘3 — 120. 


/ 
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Используя правило сложения, получаем: 
Р(А-В)=Р(А)--Р(В) =4/120--20/120== 14/5. 


Пример 3. Симметричная монета подбрасывается два раза. 
Какова вероятность того, что она хотя ‚ бы один раз падает 
гербом вверх? 

Решим эту задачу, используя вторую модель примера 3 из $ 1. 
Она сводится к вычислению вероятности Р(В-ЕС) суммы В-[ЕС не- 
пересекающихся событий В=={11} и С=={01, 10}. Используя пра- 
вило сложения, получаем: 


Р(В-+-С) =Р(В)--Р(С) =1/4-2/4=314. 


$4. УСЛОВНАЯ ВЕРОЯТНОСТЬ 


При оценке реализуемости явления часто приходится учиты- 
вать различные дополнительные условия. Для этого в рассматри- 
ваемой модели определяется условная вероятность. 


1.4. Примеры 


Рассмотрим несколько примеров, разъясняющих содержание 
понятия условной вероятности. 

Пример 1. Игральная кость подбрасывается один раз. Извест- 

но, что появляется нечетное число очков. Какова вероятность 

при этом условии того, что появляется число очков, строго 
меньшее четырех? 

Для наглядности представим себе, что грани с нечетными чис- 
лами очков имеют красный цвет, а грани с четными числами оч- 
ков — белый. Алик накрывает подброшенную кость ладонью и 
предлагает Боре принять участие в следующей игре: если появив- 
шееся число очков строго меньше четырех, то Боря выигрывает 
пять копеек, если больше — проигрывает. Боря успел заметить, 
что кость упала красной гранью вверх. Каковы его шансы на вы- 
игрыш: в этом случае? 

Решим поставленную задачу, используя модель примера 1 из 
$ 1. Рассмотрим те же множество исходов Ц и алгебру событий 4, 
что и в этой модели. Они по-прежнему хорошо описывают опыт 
с подбрасыванием игральной кости. В то же время ясно, что для 
того, чтобы учесть условие о появлении нечетного числа очков, ве- 
роятность нужно определить не так, как это было сделано в при- 
мере 1 из $ 1. 

Нечетное число очков получается в результате появления 1, 3 
или о очков. Симметричность кости по-прежнему позволяет считать 
эти результаты равновозможными. Условие о появлении нечетного 
числа очков заставляет считать появление 2, 4 или 6 очков нереа- 
лизуемыми результатами. Эти соображения приводят к следующе- 
му определению новой, условной вероятности. Рассмотрим событие 
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В== {1, 3, 5}, описывающее появление нечетного числа очков. Опре- 
делим условную элементарную вероятность рв равенствами 


рв(1) =Рв(3) =рв(5) =1/п(В) =1/3, р(2) =р(4) =р (6) =0. 

В игре Алика и Бори первые равенства оценивают шансы на 
появление |, 3, 5 очков при условии, что кость упала красной 
гранью вверх. Вторые равенства выражают тот факт, что красная 
грань не является белой. 

Для каждого события А условную вероятность Рз(А) опреде- 


лим равенствами 
| Рв(А) = 2 рв (и) = п (АВ)/п (В). 


Эти равенства определяют на алгебре событий 54 условную веро- 
ятность РЬь. 

Множество исходов (Ц, алгебра событий 54, условная элемен- 
тарная вероятность р» и условная вероятность Р» образуют удоб- 
ную математическую модель опыта с подбрасыванием игральной 
кости при условии, что появляется нечетное число очков. Исполь- 
зуя эту модель, легко решить поставленную задачу. Она сводится 
к вычислению условной вероятности Рз(А) события А== {1, 2, 3}. 
Так как АВ = {1, 3}, то | 


Рь(А) =п(АВ)п(В) =213. 


Если Боря знает, что кость упала красной гранью вверх, то он мо- 
жет оценить свои шансы на выигрыш числом 2/3. 
_ Заметим, что 


Р(А)—п(А)/п(0) —3/6—1/92<2/3—= Рь(А). 


Если Боря ничего не знает о том, какой гранью упала кость, то он 
поступит разумно, оценив свои шансы на выигрыш числом 1/2, 
меньшим 2/3. 

Пример 2. В урне находятся 4 красных шара и 6 белых. 

Из этих 10 шаров наугад выбираются 3 шара. Известно, что 

все выбираемые шары одного цвета. Какова вероятность при 

этом условии того, что все выбираемые шары красные? 

Решим эту задачу, используя модель примера 2 из $ 1. Рас- 
смотрим те же множество исходов И и алгебру событий 4, что и в 
этой модели. 

Для того, чтобы учесть условие об одноцветности выбираемых 
шаров, определим новую, условную вероятность. Шары одного 
цвета появляются в результате каждого выбора трех красных ша- 
ров или трех белых. Выбор шаров наугад позволяет по-прежнему 
считать эти результаты равновозможными. Условие об одноцвет- 
ности заставляет считать каждое появление шаров разного цвета 
нереализуемым результатом. Эти соображения приводят к следую- 
щему определению условной вероятности. Рассмотрим событие В, 
описывающее появление трех шаров одного цвета. Определим 
условную элементарную вероятность рв равенствами | 


р» (и) =1/"(В) (иеВ), р»(и)=0 (ивВ). 


142 


Например: 
рв({0, 1, 2} ) = р» (47, 8, 9}) = 1/24, 
Рв( {0, 1 9}) = рв( {0, 8, 9}) =0. 


Для каждого события А условную вероятность Рь определим ра- 
венствами | 


Рв(А) = У рв(и) =п(АВ)/п (В). 


В частности, если событие А описывает появление шаров разного 
цвета, то АВ =0 и 


Р,(А) =п(АВ)/п (В) =п (О) [п (В) =0. 
Если А=В, то АВ=В и | 
Р,(А)=п(АВ)п(В) =п(В)п(В) =1. 


Множество исходов Ц, алгебра событий .5{, условная элемен- 
тарная вероятность р» и условная вероятность Рь образуют удоб- 
ную математическую модель опыта с выбором шаров при условии, 
что выбираются шары одного цвета. Используя эту модель, легко 
решить поставленную задачу. Она сводится к вычислению услов- 
ной вероятности Рз(А) события А== {{0, 1, 2}, {0, 1, 3}, {0, 2, 3}, 
{1, 2, 3}. Так как АВ =А, то 


Р, (А) =и(АВ)/п(В) =п(А)/п (В) =4/24=116. 
Заметим, что 
Р(А) =п(А)[в(И) =4/120==1/30==1/6=Рь(А). 


Информация об одноцветности выбранных шаров изменяет оценку 
шансов появиться трем красным шарам. В связи с этим можно 
сказать, что событие А, описывающее красный цвет, зависит от со- 
бытия В, описывающего одинаковый цвет выбираемых шаров. 

Пример 3. Симметричная монета подбрасывается два раза. 

Известно, что первый раз появляется герб. Какова вероятность 

при этом условии того, что и второй раз появится герб? 

Решим эту задачу, используя модель примера 3 из $ 1. Рас- 
смотрим то же множество исходов ОП и алгебру событий 4%, что и в 
этой модели. 

Для того, чтобы учесть условие о появлении герба при первом 
подбрасывании, определим новую, условную вероятность. Рассуж- 
дая по аналогии с примерами | и 2, рассмотрим событие 
В={10, 11}, описывающее появление герба при первом подбрасы- 
вании. Определим условную элементарную вероятность рв равен- 
ствами 


Рв(10) =р» (11) =1/п (В) =1/2, р» (00) = рь (01) =0. 


Первые равенства оценивают реализуемость результатов «герб, 
цифра» и «герб, герб» при условии, что при первом подбрасывании 
появился герб. Вторые равенства выражают тот факт, что если при 
первом подбрасывании появляется герб, то не появляется цифра. 
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Для каждого события А условную вероятность Р»(А) опреде- 
лим равенствами 


Рв(А) ео рв (и) = п (АВ)/п (В). 


Эти равенства определяют на алгебре событий 54 условную веро- 
ятность РЬь. 

Множество исходов И, алгебра событий 5, условная элемен- 
тарная вероятность рз и условная вероятность Рз образуют удоб- 
ную математическую модель опыта с подбрасыванием монеты два 
раза при условии, что первый раз появляется герб. Используя эту 
модель, легко решить поставленную задачу. Она сводится к вычис- 
лению вероятности Р»(А) события А== {01, 11}. Так как АВ={11}, 


то 
Р»(А) =п(АВ)[п(В) = 1/2. 


Заметим, что 
Р(А) =п(А)п(И)=2/4=1/2=Р,(А). 


Это равенство соответствует тому, что в рассматриваемом 
опыте результат второго подбрасывания, очевидно, не зависит от 
результатов первого подбрасывания. Поэтому информация о появ- 
лении герба при первом подбрасывании не изменяет оценку шан- 
сов появиться гербу при втором подбрасывании. В связи с этим 
можно сказать, что событие А, описывающее появление герба при 
втором подбрасызании, не зависит от события В, описывающего 
появление герба при первом подбрасывании. 


2.4. Определения 


Примеры 1—3 подводят к следующему определению условной 
вероятности в модели Лапласа с множеством исходов И, алгеброй 
событий 5, элементарной вероятностью р и вероятностью Р. 

Рассмотрим произвольное возможное событие В. 

По аналогии с определением элементарной вероятности р 
предварительно определим условную элементарную вероятность рь 
как функцию на множестве исходов И, значение р(и) которой для 
каждого исхода и определяется равенствами | 


(3) рв(и) =п(В) (иеВ), р»(и)=0 (и В). 


В этом определении используется предполагаемая возможность со- 
бытия В, обеспечивающая неравенство п (В) ==0. Условная элемен- 
тарная вероятность рзв является мерой реализуемости результатов 
рассматриваемого опыта при условии, что реализуется явление, 
описываемое событием В. 

По аналогии с определением вероятности Р определим услов- 
ную вероятность Р» как функцию на классе событий 5$, значение 
Рз(А) которой для каждого события А определяется равенствами 


(4) Рв(А) = 2 рв (и) =п (АВ)/п (В). 


144 


Условная вепоятность Р, является мерой реализуемости явлений, 
определяемых результатами рассматриваемого опыта, при усло- 
вии, что реализуется явление, описываемое событием В. 

Таким образом, модель Лапласа с множеством исходов (0, ал- 
геброй событий 5, элементарной вероятностью р, вероятностью Р 
и возможное событие В для этой модели определяют новую модель. 
с ножеством исходов Ц, алгеброй событий 5, условной элемен- 
тарной вероятностью рь, условной вероятностью Рь. 


3.4. Правило умножения 


Рассмотрим модель Лапласа с множеством исходов И, алгеб- 
рой событий 54 и вероятностью Р. Для каждых события А и воз- 
можного события В в этой модели верно правило деления: 


(5) Рз(А) =Р(АВ)/Р(В). 


В самом деле, используя равенства (2) и (4), определяющие 
вероятность и условную вероятность, получаем: 


Р»(А) =п(АВ) [п (В) = (п(АВ)т(И))/(п (В) т(И)) = 
—Р(АВ)/Р(В). 
Из равенства (5) следует равенство 
(6) Р(АВ)=Р(В)РЬ(А). 


Это равенство называется правилом умножения для вероят- 
ности. 

Равенства (5) и (6) часто используются для вычисления веро- 
ятностей событий. 

Пример 1. Игральная кость подбрасывается один раз. Какова 

вероятность того, что появляется нечетное число очков, строго 

меньшее четырех? 

Решим эту задачу, используя модель примера 1 из $ 1. Она 
сводится к вычислению вероятности Р(АВ) пересечения АВ собы- 
тий А=\{1, 2, 3} и В={1, 3, 5}. Используя правило умножения, 
вычисленные раньше вероятность Р(В) и условную вероятность. 
Р‚(А), получаем: 


Р(АВ)=Р(В)Рь(А) =1/9.9/3=1/3. 


В том же самом можно убедиться, непосредственно используя оп- 
ределение вероятности. Так как АВ == {1, 3}, то 


Р(АВ) =п(АВ) [п (И) =2/6=113. 


Пример 2. В урне находятся 4 красных шара и 6 белых. Из 

этих 10 шаров наугад выбираются 3 шара. Какова вероятность: 

того, что все выбираемые шары красные? 

Решим эту задачу, используя модель примера 2 из $ 1. Она 
сводится к вычислению вероятности Р(А) события А, описывающе- 
го появление только красных шаров. Заметим, что событие А рав- 
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но своему пересечению АВ с событием В, описывающим появление 
шаров одного цвета. Используя правило умножения, вычисленные 
раньше вероятность Р(В) и условную вероятность Рз(А), полу- 
чаем: 


Р(А)=Р(АВ) —Р(В)Рь (А) =1/5-1/6=1/30. 


То же, самое было найдено в начале параграфа при нэпосредствен- 
ном использовании определения вероятности. 
Пример 3. Симметричная монета подбрасывается два раза. 
Какова вероятность того, что оба раза появляется герб? 
Решим эту задачу, используя модель примера 3 из $ 1. Она 
сводится к вычислению вероятности Р(АВ) пересечения АВ собы- 
тий А = {01, 11} и В={10, 11}. Используя правило умножения и 
‚ проведенные раньше вычисления, получаем: 


Р(АВ)=Р(В)Р,(А) =Р(А)Р(В)=1/9.1/2=114. 


То же самое получаем, непосредственно используя определение 
вероятности. Так как АВ = {11}, то 


Р(АВ) =п(АВ)п(И) =1/4. 


4.4. Формула полной вероятности 


Из правил сложения и умножения вытекает очень удобная 
формула полной вероятности. В простейшем случае эта формула 
имеет следующий вид. 

Рассмотрим классическую модель Лапласа с множеством ис- 
ходов И, алгеброй событий .5{ и вероятностью Р. Предположим, 
что события В и С не пересекаются и в сумме составляют досто- 
верное событие И: | | 


(7) ВО-0: ВИ 


В этом случае для вероятности Р(А) каждого события А верно 
равенство 


(8) Р(А) =Р(В)Рь(А)--Р(С)Ре(А). 


Действительно, используя правило умножения, правило сло- 
жения и равенства (7) для событий В и С, получаем: 


Р(В)Р»(А)-Р(С)Ре(А) =Р(АВ)-+Р(АС) = 
—Р(АВ-АС) =Р(А(В+С)) =Р(АИ) =Р (А). 


Равенство (8) и называется формулой полной вероятности. 

Пример 1. Игральная кость подбрасывается один раз. Какова 
вероятность того, что появится не шесть очков? 

Решим эту задачу, используя модель примера 1 из $ 1. Она 
сводится к вычислению вероятности события А== {1, 2, 3, 4, 5}. 
Рассмотрим события В == {2, 4, 6} и С== {1, 3, 5}. Эти события не 
пересекаются и в сумме составляют достоверное событие И. Для 
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них верны равенства (7). Используя формулу полной вероятности 
и проделанные раньше вычисления, находим: 


Р(А)=Р(В)Р,(А)+Р(С)Ре(А) =1/9.2/3--1/9.1==5/6. 


То же самое получается при непосредственном использовании 
определения вероятности: 
Р(А) =п(А) [п (0) =5/6. 

Пример 2. В урне находятся 4 красных шара и 6 белых. Из 

этих 10 шаров наугад выбираются 3 шара. Какова вероятность 

того, что среди выбранных шаров 2 ‘или 3 красные? 

Решим эту задачу, используя модель 2 из $ 1. Она сводится 
к вычислению вероятности события А, описывающего появление 
трех шаров, среди которых два или три красные. Событие А явля- 
ется суммой непересекающихся событий 42, Аз, описывающих со- 
ответственно появление среди трех выбираемых шаров ровно 2 или 
3 красных. 

Рассмотрим события В и С, описывающие соответственно по- 
явление неодноцветных шаров и одноцветных. Эти события не пе- 
ресекаются и в сумме составляют достоверное событие И: для них 
верны равенства (7). Было доказано, что 

Р(С) =15. 
Следовательно, по правилу разности, 
Р(В)=1—Р (С) =4[5. 
Вычислим условные вероятности, фигурирующие в формуле пол- 


ной вероятности. Заметим, что АВ =А. и АС=А.. Отсюда и из ра- 
венства (6) следует, что — | 


Рз(А) =Р(АВ)/Р(В) =Р(А›)|Р(В) =Рь(А»), 
Ре (А) =Р(АС)/Р(С) =Р(Аз)/Р (С) =Ре(Аз). 
Было показано, что Ре(Аз) =1/6. Следовательно, 
Ре (А) =116. 
Было показано также, что Р(А2) =3/10. Следовательно, 
Рь(А) =Р(А>)[Р(В) = (3/10) [(4/5) = 318. 


Используя формулу полной вероятности и проделанные вы- 
числения, получаем: | 


Р(А) =Р(В)Рь(А)-ЕР(С)Ре (А) =4/5.3/8--1/5-1/6= 1/3. 


То же самое можно получить, также используя правило сложе- 
ния и вычисленные раньше вероятности Р(А2) и Р(Аз): 


Р(А) =Р(А.)-+Р(Аз) =3/10--1/30= 1/3. 


Пример 3. Симметричная монета подбрасывается два раза. 
° Какова вероятность того, что герб появляется ровно один раз? 
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`Решим эту задачу, используя модель примера 3 из $ 1. Она 
сводится к вычислению вероятности события А = {01, 10}. Рассмот- 
рим события В ={00, 10} и С= {01, 11}. Эти события описывают 
соответственно появление цифры и герба при втором подбрасыва- 
нии. Они не пересекаются и в сумме составляют достоверное собы- 
тие 0: для них верны равенства (7). Кроме того, 


РВ) =, Р(б) = 
Рь(А) =п(АВ) [п (В) =112, 
Ре (А) =п (АС) [п (С) =112. 


Используя формулу полной вероятности, получаем: 
Р(А)=Р(В)Р- (А) -Р(С)Ре(А) =1/2.1/2-1/2.1/2== 112. 


В том же самом можно убедиться, непосредственно используя 
определение вероятности: 


Р(А) =п(А) [п (0) =2/4== 11/2. 


$5. НЕЗАВИСИМОСТЬ И ЗАВИСИМОСТЬ 


Условная вероятность позволяет определить меру зависимости 
между явлениями. Для этого можно. использовать, например, раз- 
ность между условной вероятностью и вероятностью. 


1.5. Примеры 


Рассмотрим несколько примеров, разъясняющих содержание 
вероятностной независимости и зависимости явлений. 

Пример 1. В примере 1 из $ 4 были вычислены вероятность 
Р(А) события А== {1, 2, 3}, описывающего появление при подбра- 
сывании игральной кости числа очков, строго меньшего четырех, 
и условная вероятность Р»(А) события А при условии В == {1, 3,5}, 
описывающем появление нечетного числа очков: 


Рь(А) =2/35=1/2=Р(А). 


Это неравенство описывает зависимость между появлением 
нечетного числа очков и появлением числа очков, строго меньшего 
четырех. Говорят также о зависимости события А от события В. 
Меру этой зависимости можно выбрать разными способами. На- 
пример, использовать разность 


Р,(А)—Р (А) =2/3—1/2=1/6. 
Рассмотрим событие В’={2, 4, 6}, дополнительное для 


В={1, 3, 5} и описывающее появление четного числа очков. Не- 
равенство 


Рв"(А) =п(АВ’) [п (В’) =13==112=Р(А) 
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описывает зависимость события А от события В’. Так как событие 
В’ определяется событием В, то можно считать, что это неравен- 
ство также описывает зависимость события А от события В. По- 


этому для измерения этой зависимости можно использовать также 
разность 


Рв, (А —Р (А) = ШЗ — 1/9 = —116. 


Естественно объединить предложенные меры зависимости 
и рассматривать разность 


К (А, В) = Рв(А) —Рьв, (А) = [Рв(А) —Р(А)] — [Рв’ (А) —Р (4)] = 
= 1/6 — (— 1/6) = 1/3. 


Число Ю(А, В) называется коэффициентом регрессии события А 
относительно события В и является удобной мерой зависимости 
А от В. Коэффициент регрессии А (А, В) учитывает реализуемость 
явления, описываемого событием А, как при условии, что явление, 
описываемое событием В, реализуется, так и при условии, что это 
явление не реализуется. | 

Пример 2. В примере 2 из 8 4 были вычислены вероятность 
Р(А) события А, описывающего появление среди выбранных на- 
угад из урны шаров только красных, и условная вероятность 
Р‚(А) события А при условии В, описывающем появление шаров 
одного цвета: 


Рь(А) —1/6521/30==Р(А). . 


Это неравенство описывает зависимость между появлением только 
красных шаров и появлением шаров одного цвета. Говорят также 
о зависимости события А от события В. Как и в примере 1, для из- 
мерения этой зависимости можно использовать коэффициент рег- 
рессии А(А, В) события А относительно события В. Так как 


АДВ’=0, то 
Р в, (А) =п(АВ’) [п (В) =0. 
Поэтому 
К (А, В) = Рв(А) —Рв’ (А) = 1/6 — 0 = 1/6. 


Сравним Ю (А, В) с коэффициентом регрессии А (В, А) события 
В относительно события А. Так как ВА=—А, то 


Рд(В) =п(ВА)т(А) =п(А) п(А) —1. 


Это равенство описывает тот факт, что все красные шары одного 
цвета. 

Вычислим условную вероятность Рад’ (В) события В, опи- 
сывающего появление шаров одного цвета, при условии А’, опи- 
сывающем появление не только красных шаров. 

Пересечение ВА” событий В и А’ описывает появление только 
белых шаров. Используя проведенные раньше вычисления, по- 
лучаем: 


Рдь(В) = п(ВА’) п (А’) = 20/116 = 5/99. 
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Поэтому | | 
Ю (В, А) =Р.(В) — Ра. (В) = 1— 5/29 = 24/29. 
Таким образом, 
К(А, В) ==В(В, 4). 


Коэффициент регрессии А относительно В не равен коэффициенту 
регрессии В относительно А. 

Пример 3. В примере 3 из $ 4 были вычислены вероятность 
Р(А) события А={01, 11}, описывающего появление герба при 
втором подбрасывании монеты, и условная вероятность Р»(А) со- 
бытия А при условии В = {10, 11}, описывающем появление герба 
при первом подбрасывании: 


Рз(А) =1/2=Р(А). 
Аналогично, 
Р в, (А) = п (АВ’)/п (В’) = 1/2 =Р(А). 


Поэтому коэффициент регрессии события А относительно собы- 
тия В равен нулю: 


В (А, В) = Рь(А—Рь, (А)= 12 — 1/2 =0. 


В связи с этим говорят, что событие А не зависит от события В. 
Равен нулю и коэффициент регрессии события В относительно 
события А. Действительно, так как ВА == {11}, то 


Р»(А) =п(ВА)|п(А) =1/2=Р(В). 
Аналогично, 

Ра’ (В) = п (ВА’)т (А’) =1/2=Р(В). 
Поэтому 


В (В, А) = Ра(В) — Рад, (В) = И2 — 2 =: 0. 
В связи с этим говорят, что событие В не зависит от события А. 
В итоге можно сказать, что события А и В независимы. Это 
соответствует очевидной независимости результатов различных 
подбрасываний реальной монеты. 


2.5. Определения 


Примеры 1—3 подводят к следующим определениям зависи- 
мости событий в модели с множеством исходов И, алгеброй собы- 
тий 54 и вероятностью Р. 

Рассмотрим произвольные возможные события А и В. Заме- 
тим, что равенства 


Рь(А) =Р(А), Р(АВ)=Р(А)Р(В), Рд(В)=Р(В) 
эквивалентны. В самом деле, если 


Рь(А) —=Р(А), 
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‚то, по правилу умножения, 
Р(АВ)=Р(В)Рь(А) =Р(В)Р(А). 


Обратно, если | 
Р(АВ) =Р(А)Р(В), 


то 
Рь(А) =Р(АВ)[Р (В) =Р(А)Р(В)/Р (В) =Р(А). 


Таким образом, равенства 
Рь(А) =Р(А), Р(АВ)=Р(А)Р(В) 


эквивалентны. Последнее из этих равенств симметрично относи- 
тельно событий А и В. Поменяв их местами, убеждаемся в экви- 
валентности равенств 


РВ Р(В].. Р@ВеР(АРВ): 


Значит, все три рассматриваемые равенства эквивалентны: если 
верно одно из них, то верны и остальные. Для определения зави- 
симости событий ДА и В удобно использовать среднее из этих ра- 
венств, симметричное относительно Д и В. 

Если верно равенство 


(9) Р(АВ) =Р(А)Р(В), 


то говорят, что события А и В независимы. Если равенство (9) 
не верно, то говорят, что события А и В зависимы. 

Это определение удобно распространить на случай, когда со- 
бытие А или событие В невозможно. Тогда равенство (9) автома- 
тически верно: 


Р(АВ) =0=Р(А)Р(В). 
Таким образом, если хотя бы одно из событий А и В невозможно, 
_ эти события независимы. р 
‚Примеры: | 
1) в примере 1 события АД и В зависимы, так как 


Р(АВ) =1/3==112.1/2=Р (А)Р(В); 
2) в примере 2 события А и В также зависимы, так как 
Р(АВ)=1/6=21/30.2/5=Р(А)Р(В); 
3) в примере 3 события А и В независимы, так как 
Р(АВ) =1/4=1/2.1/2=Р(А)Р(В). 
Замечание. Данное определение зависимости событий не всегда 
согласуется с интуицией. В частности, в модели примера 1 с под- 
брасыванием игральной кости рассмотрим события А, == {1, 2, 3}, 


А = {1, 2, 3, 4} и В= {1, 3, 5}. Как было показано, события А! и В 
зависимы. В то же время события А2 и В независимы: 


Р(4.В) =1/3=2/3.1/2=Р (А) Р(В). 
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По-видимому, без вычислений трудно объяснить, почему появление 
меньше трех очков зависит от их нечетности, а появление меньше 
четырех — нет. 

Если А=В, то равенство (9) превращается в равенство 


Р(А) =Р(А)Р(А). 
Это равенство верно, если и только если верно одно из равенств 
Р(А)=0, Р(А)=—1, 
т. е. если А — невозможное или достоверное событие: 
А=0, А=—0. 


Таким образом, по данному определению, невозможное и достовер- 
ное события (и только они) не зависят от самих себя. 


3.5. Коэффициенты регрессии 


Для измерения зависимости событий определяются коэффици- 
енты регрессии. 

По-прежнему имеется в виду модель с множеством исходов (0, 
алгеброй событий 54 и вероятностью Р. Рассмотрим произвольные 
возможные события А и В, дополнительные ‘события А’ и В’ для 
которых тоже возможны. 

Хотя зависимость событий А и В определена симметрично, 
иногда важно учитывать различный характер зависимости А от В 
и ВотА. В частности, в примере 2 с шарами появление шаров 
одного цвета (событие В) не обязательно означает появление 
только красных шаров (событие А): шары могут оказаться белы- 
ми. В то же время появление только красных шаров означает по- 
явление шаров одного цвета. Таким образом, в данном случае А 
меньше зависит от В, чем В от А. Предлагаемый в качестве меры 
зависимости событий коэффициент регрессии учитывает различ- 
ный характер зависимости одного события от другого. 

Заметим, что 
Р (АВ) —Р(А)Р (В) 
ев) Р(В)(1—Р(В)) ‘ 


В самом деле, используя правило деления, получаем: 


Р(АВ) _ Р(АВ’ 
ос РВ — Е 


Как нетрудно проверить, используя определение вероятности Р 
и правило вычитания для числа элементов, 
Р(В’) =Р(И—В)=Р(И)—Р(В) =1—Р(В), 
Р(АВ’) =Р(А(И—В)) =Р(АИ—АВ)=Р(А—АВ) = 
—=Р(А)—Р(АВ). | 
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Поэтому о я х 
_ Р(АВ) _Р(А)—Р(АВ) _ Р(АВ)—Р(А)Р(В) 
Рв(А) —Рв’ (А) = (в) `` ТЕР) = Р®ВИ-РВ) ' 
что и требовалось доказать. 
Назовем коэффициентом регрессии события А относительно 
события В число дв) = Р(А)Р 
гы Е 
(10) К (А, В) =Рв (А) —Рв, (А) = Р (В) (1—Р(В)) 
Коэффициент регрессии Ю(А, В) является мерой зависимости со- 


бытия А от события В. Он может быть не равен коэффициенту 
регрессии. 7 ы | 
Р (АВ) —Р Р(В 

(11) В (В, А) = Ра (В) — Ра’ (В) = еб, 
являющемуся мерой зависимости события В от события А. 
Примеры: 

1) в примере 1 Ю(А, В) =1/3, В(В, А) =! 3; 

2) в примере 2 Ю(А, И Ю(В, о 

3) в примере 3 Ю(А, В) =0, ВК В, А) =0. 


4.5. Коэффициент корреляции 


Используя коэффициенты регрессии, можно определить удоб- 
ную симметричную меру зависимости событий. Этой мерой являет- 
ся коэффициент корреляции. 

Будем рассматривать события А и В, удовлетворяющие усло- 
виям, сформулированным при определении коэффициентов рег- 
рессии. 

Заметим, что 


Р(А)>>0, 1—Р(А)=Р(А”)>0, Р(В)>0, 1—Р(В)=Р(В’ >0. 


Поэтому из равенств (10) и (11) следует, что коэффициенты рег- 
рессии для событий А и В имеют одинаковые знаки: 


Следовательно, для них можно определить среднее геометрическое 
--УВ(А, В)Ю(В, А), 


выбирая знак перед корнем равным знаку коэффициентов регрес- 
сии Ю(А, В) и В(В, Л). Из равенств (10) и (11) вытекает, что 


РР 7 ВР Р (АВ) — Р(А)Р(В) 
= А, В В, А и пои 
УЕ (А, В) К (В, А) УР(А) (1—Р(А)) Р(В) (1—Р(В)) 


Назовем коэффициентом корреляции событий АД и В число 
(12) К (А, В) = +У К(А, В) К (В, А) = 
— Р(АВ)— Р(А)Р(В) 
УР(А) (1—Р(А)) Р(В) (1—Р(В)) 
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Ясно, что 
К(А, В) =К(В, А). 


Коэффициент корреляции событий А и В равен коэффициенту кор- 
реляции событий Ви А 

Примеры: 

1) в примере 1 К(А, В) =113; 

2) в примере 2 К(А, В) =2/29; 

3) в примере 3 К(А, В) =0. 

Сравнивая равенства (9), (10) и (11), видим, что коэффициен- 
ты регрессии для событий А и В равны нулю, если и только если 
эти события независимы. 

Сравнивая равенства (9) и (12), видим, что коэффициент кор- 
реляции событий А и В равен нулю, если и только если они не- 
зависимы. 

Задачи, поясняющие использование модели Лапласа, собра- 
ны в главе | части [Ш. 


Глава 2 


МОДЕЛЬ БЕРНУЛЛИ 


Модель Бернулли описывает опыты, состоящие из последова- 
тельности нескольких одинаковых и независимых испытаний, каж- 
дое из которых имеет два возможных результата. Эта модель, как 
и модель Лапласа, является одной из простейших моделей теории 
вероятностей. Вместе с тем модель Бернулли достаточно богата 
в идейном отношении и имеет многочисленные приложения. 

При первом чтении рекомендуется ограничиться параграфами 
[и @, 


$ 1. ПРИМЕРЫ 


Рассмотрим несколько примеров, разъясняющих содержание 
модели Бернулли и подготавливающих соответствующие формаль- 
ные определения. 

В примерах главы | при описании реальных ситуаций исполь- 
зовались понятия результат, явление и меры их реализуемости. 
В предлагавшихся математических моделях эти понятия соответ- 
ственно описывались терминами исход, событие, элементарная ве- 
роятность и вероятность. Те же понятия и термины будут исполь- 
зоваться в примерах главы 2. 


1.1. Пример 1. Одно подбрасывание монеты 


Рассмотрим испытание, заключающееся в подбрасывании сим- 
метричной монеты один раз, и построим вероятностную модель 
этого испытания. 
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1.1.1. Множество исходов И=В 


Будем считать, что возможен один и только один из двух ре- 
зультатов: монета падает гербом вверх либо монета падает цифрой 
вверх. Условимся первый из этих результатов описывать числом 1, 
а второй — числом 0. Эти числа будем называть исходами. Состав- 
ляемое этими числами множество исходов 


И=В=={1, 0} 


является удобным математическим описанием возможных резуль- 
татов испытания с монетой. 


2.1.1. Алгебра событий 5 = 


Явления, определенные результатами рассматриваемого испы- 
тания, условимся математически описывать множествами, состав- 
ленными из соответствующих исходов. 

Пустое множество О описывает невозможное событие: не по- 
является герб и не появляется цифра. Элементарное множество 
У={1} описывает появление герба. Элементарное множество 
Н = {0} — появление цифры. Множество исходов И описывает 
достоверное событие: либо появляется герб, либо появляется циф- 
ра. Употребление букв У и Н связано с тем, что при игре с моне- 
той обычно появление герба. означает выигрыш (успех), а появле- 
ние цифры — проигрыш (неудачу). 

Логические связи между явлениями описываются объединени- 
ем, дополнением и пересечением соответствующих множеств ис- 
ХОДОВ. 

В частности, невозможность одновременного появления герба 
и цифры описывается равенством 


УН=О, 
достоверность появления герба либо цифры — равенством 
У+-Н=И. 


То, что непоявление герба означает появление цифры и непоявле- 
ние цифры означает появление герба, описывается равенствами 


у’—=И—У=Н, Н’=И—Н=. 


Каждое множество, составленное из исходов, условимся на- 
зывать событием. Класс 


== {0, У, Н, И} 


_ всех таких множеств вместе с их объединением, пересечением и до- 
полнением образует алгебру событий (5, Ц,П\,’). Она служит удоб- 
ным математическим описанием явлений, определяемых возможны* 
ми результатами испытания с монетой. 
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3.1.1. Элементарная вероятность р==д 


Симметричность монеты позволяет считать результаты рас- 
сматриваемого испытания равновозможными. 
| Поэтому появлению герба, которое зависит от случая, в каче- 
стве меры реализуемости можно приписать число а==1/2, а появ- 
лению цифры — также число 1—а=1/2. В соответствии с этим 
1 


определим элементарную вероятность р(1)==9(1) исхода 1 ра- 
венством 


р(1) =9 (1) =а= 12, 
а элементарную вероятность р(0)=9(0) исхода 0 — равенством 
р(0) =9(0) =1—а==1/2. 


Определенная этими равенствами функция р=9 на множестве 
исходов И=В называется элементарной вероятностью и служит 
удобным математическим описанием меры реализуемости возмож- 
ных результатов испытания с монетой. 


4.1.1. Вероятность Р=@ 


Каждому явлению, определяемому возможными результатами 
‚ рассматриваемого испытания, естественно в качестве меры реали- 
зуемости приписать сумму мер тех результатов испытания, при ко- 
торых это явление реализуется. В соответствии с этим определим 
вероятности событий О, У, Н, Ц равенствами 


Р(0)=0(0)=0, Р(У)=0(У) =а=1/, 
Р(Н) =0(Н)=1-—а, Р(И)=0(0)=1. 


Определенная этими равенствами функция Р=@ на классе собы- 
тий 57 = Я называется вероятностью и служит удобной мерой реа- 
лизуемости явлений, определяемых возможными результатами ис- 
пытания с монетой. . 


5.1.1. Вероятностная модель (В, %; 4, 0) 


Множество исходов И=В, алгебра событий 54==%, элемен- 
тарная вероятность р==д и вероятность Р=@ образуют удобную 
модель испытания с подбрасыванием симметричной монеты один 
раз. Это — модель Бернулли п=1 испытания с вероятностью успе- 
ха а=1/2. Она совпадает с классической моделью Лапласа для 
2"—2 равновероятных исходов. 
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2.1. Пример 2. Один выстрел по цели 


Рассмотрим испытание, заключающееся в выстреле по цели 
один раз, и построим вероятностную модель этого испытания. 


1.2.1. Множество исходов И=В 


Будем считать, что возможен один и только один из результа- 
тов: попадание либо промах. Все другие результаты (например, 
осечка) исключаются. В этом случае возможные результаты рас- 
сматриваемого испытания, как и в примере 1, хорошо описываются 
множеством исходов И==В == {1, 0}. Исход 1 описывает попадание, 
а исход 0 — промах. 


2.2.1. Алгебра событий 54 = 


Явления, определяемые возможными результатами выстрела, 
как и в примере 1, хорошо описываются о событий 9 =, 
образованной событиями О, У={1}, Н= {0}, И=В и их объеди- 
нением, пересечением и дополнением. События Уи Н описывают 
соответственно попадание и промах. Употребление букв У и Н свя- 
зано с представлением о попадании как .0б успехе, а о промахе — 
как неудаче. 


3.2.1. Элементарная вероятность р=д 


Как правило, попадание и промах при выстреле нельзя счи- 
тать равновозможными, как появление герба и цифры при подбра- 
сывании монеты. Поэтому элементарную вероятность, являющуюся 
мерой реализуемости попадания и промаха, нужно определить ина- 
че, чем в примере | для герба и цифры. 

Предположим, что в таких же условиях прежде было произ- 
ведено большое число й выстрелов, #1 из которых привели к по- 
паданию, а пт — к промаху. Естественно ожидать, что одинако- 
вость условий и в дальнейшем обеспечит частоту попадания, близ- 
кую наблюдавшейся прежде частоте а==т/п, и использовать эту 
частоту в качестве меры реализуемости для попадания, а возмож- 
ность промаха оценивать частотой промаха 1—4. 

В частности, если п=1000 и т=900, то а=9/10 и 1—а==1/10. 

В соответствии с этим определим вероятность р(1)} исхода 1 


равенства 
р(1) =9(1) =а, 

а элементарную вероятность р(0) исхода 0 — равенством 
р(0) =9 (0) =1—4. 


Определенная этими равенствами функция р==4 на множестве ис- 
ходов И=В называется элементарной вероятностью и служит 
удобным математическим описанием меры реализуемости для по- 
падания и промаха. 
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4.2.1. Вероятность Р=@О 


Используя элементарные вероятности исходов, определим ве- 
роятности событий О, У, Н, И равенствами 


Р(0)=0(0)=0, Р(У)=О(У) =а, 
Р(Н)=0(Н)=1—а, Р(И)=0(0)=1. 


Определяемая этими равенствами функция Р=@ на алгебре собы- 
тий 57 = называется вероятностью и служит удобным математи- 
ческим описанием меры реализуемости явлений, определяемых 
возможными результатами выстрела. 


5.2.1. Вероятностная модель (В, %; 4(, (0) 


Множество исходов И=В, алгебра событий 52=Я, элемен- 
тарная вероятность р=4 и вероятность Р=@ образуют удобную 
модель выстрела по цели. Это — модель Бернулли п=1 испытания 
с вероятностью успеха а=9/[10. Она не совпадает с классической 
моделью Лапласа для 2"=2 равновероятных исходов. 


3.1. Пример 3. Два подбрасывания монеты 


Рассмотрим опыт, состоящий из последовательности двух ис- 
пытаний, каждое из которых заключается в подбрасывании сим- 
метричной монеты один раз и имеет два возможных результата: 
появление герба либо появление цифры. Построим вероятностную 
модель этого опыта. 

Опыт с подбрасыванием два раза симметричной монеты рас- 
сматривался в примере 3 из $ | главы 1. Там было показано, что 
этот опыт хорошо описывается классической моделью Лапласа для 
четырех равновозможных исходов. К той же самой модели можно 
прийти, компонуя две модели примера 1, описывающие каждая 
подбрасывание один раз симметричной монеты. 


1.3.1. Множество исходов И=ВЖВ 


Как показано в примере 1, результаты подбрасывания один 
раз монеты можно описать множеством 


В={1, 0}. 


Значит, результаты подбрасывания два раза монеты можно опи- 
сать множеством исходов 


И=ВЖХВ== {11, 10, 01, 00}. 


Это то же самое множество, что и в примере 3 из $1 главы 1. 
Для большей выразительности условимся появление герба счи- 
тать успехом, а появление цифры — неудачей и говорить: 
успех при первом испытании и успех при втором испытании; 
успех при первом испытании и неудача при втором испытании; 
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неудача при первом испытании и успех при втором испытании; 
неудача при первом испытании и ее при втором испыта- 
НИИ; 
вместо, соответственно, 

герб при первом подбрасывании и герб при втором подбра- 
сывании; 
герб при первом подбрасывании и цифра при втором подбра- 
| сывании; 
цифра при первом подбрасывании и герб при втором подбра- 
сывании; 
цифра при первом подбрасыванчи и цифра при втором под- 
брасывании. 
Математическое описание возможных результатов рассматри- 

ваемого опыта выражает следующая 


Таблица исходов 


Успех при первом испытании и успех при втором испытании 
Успех при первом испытании и неудача при втором испытании 
Неудача при первом испытании и успех при втором испытании 


<= ® - 


Неудача при первом испытании и неудача при втором испытании 


2.3.1. Алгебра событий 54 =8ЖЯ 


Как показано в примере 1, явления, определяемые результа- 
тами подбрасывания один раз монеты, можно описать алгеброй 
множеств класса 


Я= {О, У, Н, В}, 


порожденного элементарными множествами У== {1} и Н== {0}. Все 
остальные множества Я получаются из множеств У и Н с по- 
мощью алгебраических действий: 


УН=О, У-Н=В. 


Значит, явления, определяемые результатами подбрасывания два 
раза монеты, можно описать алгеброй событий 5$, орОенно 
элементарными множествами 


УХУ= {11}, УЖН={10}, НЖУ={0}, НЖН= {00}. 


В связи с этим условимся обозначать алгебру событий „5 также 
символом ЯХ Я и называть ее произведением алгебр %. Это та же 
алгебра, что и в поимере 3 из $ 1 главы 1, так как каждая часть А 
множества И=В\УЖВ является объединением некоторых из мно- 
жеств УХУ, УЖН, НЖУ, НЖН. 

Таблица исходов показывает, что события УХУ, УЖН, НХУ, 
НХН, как и составляющие их исходы 11, 10, 01, 00, описывают ре- 
зультаты рассматриваемого опыта. | 


Для описания каждого подбрасывания монеты удобно ввести 
следующие обозначения: 


Таблица событий 


Успех при первом испытании У =УжЖВ == {11, 10} 
Неудача при первом испытании Н=НЖВ=={01, 00} 
Успех при втором испытании у.—=ВЖУ == {11, 01} 
Неудача при втором испытании Н.=ВЖН=={10, 00} 


Явления, определенные результатами первого подбрасывания 
монеты, описываются классом 


#8: = {0, У, Нь 0}, 
который порождается множествами 9! и Н!: 
УН:=0, У-ЕН,=0 


Аналогично явления, определяемые результаты второго подбрасы- 
вания монеты, описываются классом 


= О, у, Но, И}, 


который порождается множествами 2 и Но: 
У.Н.=0, у.--Н.= 
Заметим, что 


У. У, =УЖУ== {11}, УН.=УЖН == {10}, 
Н1У.=Н ЖУ== {01}, НН.=НУЖХН == {00}. 


Поэтому все события получаются из событий У: Нь, У, На 
с помощью алгебраических операций, т. е. алгебра 54 порождается 
алгебрами ! и %.. Это соответствует тому, что рассматриваемый 
опыт состоит из первого и второго испытаний. Конкретные выра- 
жения событий дает следующая 


\ 


Таблица событий 


УН.-+Н.Н.= {10, 01} У -+Н.Н.== {11, 10, 00} 
У У.-+Н.Н.= {11, 00} Н.-+ У: У. = {01, 00, 11} 
У НУ. = {11, 10, 01} Н.-+У.Н.= {01, 00, 10} 


Невозможное событие О, достоверное событие И и события, 


фигурирующие в И ВЕДЕ ных таблицах, исчерпывают алгебру 
событий 5%. 


Упражнение. Дать словесные описания явлений, соответствую- 
щих событиям из последней таблицы. 
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3.3.1. Элементарная вероятность р=9ж9 


Заметим, что шансы на появление герба при первом и втором 
подбрасываниях равны. Точно так же одинаково возможно появ- 
ление цифры при первом и втором подбрасываниях. Другими сло- 
вами, равны шансы на успех при первом и втором испытаниях, 
а также шансы на неудачу при первом и втором испытаниях. 
В этом смысле испытания, составляющие рассматриваемый опыт, 
можно назвать одинаковыми. Соответственно в описывающей опыт 
модели должны быть равны вероятности успеха при первом и вто- 
ром испытаниях и вероятности неуспеха при первом и втором 
испытаниях: 


И Р(У,) =Р(5)), | Р(Н!) =Р(ВН.). 


Заметим также, что шансы на появление герба при одном под- 
брасывании не зависят от результата другого. Точно также воз- 
можность появления цифры при одном подбрасывании не зависит 
от результата другого. Другими словами, шансы на успех при 
одном испытании не зависят от результата другого. Также возмож- 
ность неудачи при одном испытании не зависит от результата дру- 
гого. В этом смысле испытания, составляющие рассматриваемый 
опыт, можно назвать независимыми. Соответственно в описываю- 
щей опыт модели события У! и У, У и Но, Ни У, Ни Но долж- 
ны быть независимы. По аналогии с моделью Лапласа будем выра- 
жать независимость событий с помощью правила умножения: 


(2’) _Р(У,У.) =Р(У,)Р(У5), Р(У,Н.) =Р(У,)Р(Н.), 
Р(Н:У.) =Р(Н!)Р(5-), Р(Н:Н>)=Р(Н,)Р(Н?). 
Используя равенства (1’), (2”) и модель примера 1, можно 


определить элементарную вероятность р и вероятность Р для соз- 
даваемой модели. 


Как показано в примере 1, вероятность успеха и вероятность 
неудачи при испытании, заключающемся в подбрасывании монеты 
один раз, выражаются соответственно равенствами 


_@(У) =9() =а, 9(Н)=9(0) =1—4, 
где а=1/2. Следовательно, в силу равенств (1”) 
Р(У)=Р(9,) =0(У) =9( =а, 
Р(Н!) =Р(Н?2) =@®(Н) =49(0) =1—а. 
События У: У.= {11}, У.Н›= {10}, Н\.У›== {01}, Н.Н.== {00} ЯВЛЯ- 


ются элементарными. Поэтому из полученных равенств и равенств 
(2’) следует, что 


з, р(11) =9(1)9(1) =аа, р(10) =9(1)9(0) =а(1—а), 
р(01) =9(0)9(1) = (1—а)а, р(00)=9(0)4(0) = (1—а) (1—а). 
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Равенства (3’) определяют функцию р=9Жа на множестве 
исходов (И=ВЖВ, которая является элементарной вероятностью 
для создаваемой модели и мерой реализуемости возможных ре- 
зультатов рассматриваемого опыта. Это та же элементарная веро- 
ятность, что и в примере | из $ | главы 1. 


_ 4.3.1. Вероятность Р=ОохХО 


Вероятность Р для создаваемой модели, как и для классиче- 
ской модели Лапласа, естественно определить с помощью элемен- 
тарной вероятности р и правила сложения. Для каждого события А 
вероятность Р(А) события А определяется как сумма элементар- 
ных вероятностей р(и) исходов и, составляющих событие Л: 


х _ Р (А) = 2 р(ш. 


°В частности, в соответствии с равенствами (1) верны ра- 
венства | 


(1”) Р(У,) =Р(У:) =а, Р(Н)=Р(Н,) = 1—а 
и в соответствии с равенствами (2) — равенства 
Р(У,52) =Р(У)Р (У) =аа, 
_Р(У.Н.) =Р(У,)Р(Н.) =а(1-—а), 
Р(Н!5У2) =Р(Н,)Р(У5) = (1—а)а, 


Таким образом, предлагаемая модель учитывает одинаковость и 

независимость испытаний, составляющих рассматриваемый опыт. 
Используя равенства (1”), (2”) и правило сложения, легко вы- 

числить вероятность событий, составляющих таблицу событий: 


(2”) 


Таблица вероятностей 


Р(У.Н.-+Н:У2) =а(1—а) + (1—а)а Р(У.-+Н:Н.) =а- (1-—а) (1—а} 
Р(У,У.--Н.Н2) =аа- (1—а) (1—а) Р(Н, + У: У.) == (1-—а) + аа 
Р(У,-+Н:У2) =а- (1—а)а Р(Н.-+У.Н2) = (1—а) +а(1—а) 


Так как а=(1—а) =1/2, то в первом столбце таблицы нахо- 
дятся числа 1/2, 1/2, 3/4, а во втором — 3/4, 3/4, 3/4. 

Для того, чтобы подчеркнуть связь между вероятностью @ для 
одного испытания и вероятностью Р для двух одинаковых и неза- 
висимых испытаний, выражаемую равенствами (2’), условимся 
обозначать вероятность Р также символом ОЖО и называть ее 
произведением вероятностей (©. 


5.3.1. Вероятностная модель (ВХВ, %Х%, ажа, 09х09) 


Множество исходов И=ВЖВ, алгебра событий 54=Я.Х%, 
элементарная вероятность р=49Жд и вероятность РЕОЖО обра- 
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зуют удобную модель подбрасывания два раза симметричной 
монеты. 

Эта модель является моделью последовательности двух одина- 
ковых и независимых испытаний, каждое из которых имеет два 
равновозможных результата. Условимся называть ее моделью 
Бернулли п=?2 испытаний с вероятностью успеха а=1/2. Она сов- 
падает с классической моделью Лапласа для 2"==4 равновероят- 
НЫХ ИСХОДОВ. 


4.1. Пример 4. Два выстрела по цели 


Рассмотрим опыт, состоящий из пПоследовательности двух 
испытаний, каждое из которых заключается в выстреле по цели 
один раз и имеет два возможных результата: попадание либо про- 
мах. Построим вероятностную модель этого опыта. 

По аналогии с примером 3 будем строить модель для двух вы- 
стрелов, компонуя две модели примера 2, описывающие каждая 
один выстрел. 


1.4.1. Множество исходов И=ВЖВ 


Так же, как в примере 3 с двумя подбрасываниями монеты, 
возможные результаты опыта с двумя выстрелами описывают мно- 
жество исходов И=ВЖВ. По аналогии с примером 3 условимся 
считать попадание успехом, а промах — неудачей. Тогда предла- 
гаемое описание выражается таблицей исходов примера 3. 


2.4.1. Алгебра событий 54{=%Ж% 


Так же, как в примере 3, явления, определяемые возможными 
результатами рассматриваемого опыта, описывает алгебра событий 
53/4 =8Ж%, образованная всеми частями множества исходов И. Это 
описание на языке успехов и неудач выражают таблицы исходов 
и событий. 


3.4.1. Элементарная вероятность р=4Жа 


Предположим, что выстрелы производятся в одинаковых усло- 
виях. Возможности попадания при первом и втором выстреле рав- 
ны, так же, как и возможности промаха. Другими словами, пред- 
положим, что составляющие рассматриваемый опыт испытания 
одинаковы. | | 

Предположим, что шансы на попадание так же, как и возмож- 
ность промаха при одном выстреле, не зависят от результата дру- 
гого. Т. е. предположим, что составляющие рассматриваемый опыт 
испытания независимы. 

Предположим, наконец, что известна частота а попадания при 
достаточно большом числе выстрелов, произведенных в таких же 
условиях. 
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Рассуждая по аналогии с примером 3 и используя равенства 
(1), (2’) и модель примера 2 для рассматриваемого опыта, спре- 
делим элементарнию вероятность р=49Жд равенствами (3’). 


4.4.1. Вероятность Р=@ОжЖО 


Вероятность Р=ОЖО определяется равенством (4”). 

Для предлагаемой модели, как и для модели примера 3, верны 
равенства (1”) и (2”). Следовательно, как и модель примера 3, она 
учитывает одинаковость и независимость испытаний, составляю- 
щих рассматриваемый опыт. 


5.4.1. Вероятностная модель (ВЖВ, %Х%; 9жа, 9Ж9) 


Множество исходов И=ВЖВ, алгебра событий 5/=8Х% 
и вероятность Р=@ЖО образуют удобную модель двух выстрелов 
по цели. Эта модель является моделью последовательности двух 
одинаковых и независимых испытаний, каждое из которых имеет 
два возможных результата. Условимся называть ее моделью Бер- 
нулли Пп=2 испытаний с вероятностью успеха а (0<=а=—<!). Если 
а==1/2, то эта модель не совпадает с классической моделью Лап- 
ласа для 2"==4 равновероятных исходов. 

Например, если а==9/10, то равенства (3’) для элементарних 
вероятностей исходов дают следующие значения: 


(11) =81/100, р(10)==р(01) =9/100, р(00)=1/100. 


$ 2. МОДЕЛЬ БЕРНУЛЛИ 


Для описания опытов, составленных из пПоследовательности 
нескольких одинаковых и независимых испытаний, каждое из ко- 
торых имеет два возможных результата (успех либо неудача), 
удобна модель Бернулли. | 


1.2. Множество исходов И= В” 


Рассмотрим произвольное натуральное число п >0 и множество 
В=={1, 0}. 
Основой модели Бернулли является множество 
И== В" 
всех строк и== (и;) <<. длины п, составленных из элементов | и 0 
множества В. Эти строки называются исходами, а множество И — 
множеством исходов. Множество исходов И описывает возможные 


результаты рассматриваемого опыта. 
Строка 


7 —— (и) 1</<п == И] ооо И», 
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на ]/-м месте которой расположен элемент и, равный | или 0, опи- 
сывает результат опыта, при котором результатом ]-го испытания 
является успех, если и,=1, и неудача, если и;==0. | 
Например, строка 
а 


описывает результат опыта, при котором результатом каждого 
испытания является успех, а строка 


ПО О 


— результат опыта, при котором результатом каждого испытания 
является неудача. Полное описание результатов опыта, составлен- 
ного из п=2 испытаний, дается таблицей исходов примера 3 
из & [. 


2.2. Алгебра событий .59=9”" 


Вторым элементом модели Бернулли является алгебра 54 ==", 
образованная классом А всех частей множества исходов И и опре- 
деленными для этих частей объединением, пересечением и допол- 
нением. Части А множества исходов И называются событиями. 
Алгебра (5, Ц, П,„) называется алгеброй событий и сокращенно 
обозначается буквой 57 (так же, как и класс событий). Алгебра 
событий (5/,Ц,П,) описывает явления, определяемые возможны- 


ми результатами рассматриваемого опыта. 
Рассмотрим элементарные множества 
У={1}, Н= {0}, 

класс множеств 


Я= {0, У, Н, В} 


и образованную этим классом, объединением, пересечением и до- 

 полнением алгебру (Я [|], П,’). Сокращенно эту алгебру усло- 
вимся обозначать символом 9 (так же, как и множество ее эле- 
ментов). Алгебра порождается множествами Уи Л: 


УН=О, У--Н=В. 


Специфика алгебры событий 5 для модели Бернулли заклю- 
чается в том, что она является произведением п алгебр %. Это зна- 
чит, что каждое событие класса 5 может быть получено с по- 
мощью алгебраических операций из некоторых декартовых произ- 
ведений п множеств класса . Действительно, для каждого собы- 
тия А класса верно равенство 


иЕА 1<]<п 


В частности, для каждого элементарного события {и} верно ра- 


венство 
[и} = П (и). 
13] <п 
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В связи с декартовым произведением удобно использовать гео- 
метрический язык и называть декартово произведение 
Х = ПХ, 


1</<п 


п множеств Х; класса В; прямоугольником со сторонами Х,. В част- 
ности, каждое элементарное событие {и} является прямоугольни- 
ком со сторонами {и;}. Поэтому каждое событие А равно сумме не- 
которого семейства попарно не пересекающихся прямоугольников. 

Среди различных прямоугольников выделяются прямоуголь- 
НИКИ 


Уи}, И 0 ий) 


составленные из всех строк и, у которых на 1-м месте находятся 
соответственно [ и 0. События У; и Н; описывают соответственно 
успех и неудачу при 1-м испытании. Эти события являются прямо- 
угольниками, #-е стороны которых равны соответственно {1} и {0}, 
а остальные — В: 


р. П ХА, Хи = [1}, Х,=В (11); 
1<]<п 
НП ее П У» У = {0}, У, =В (151. 


Ясно, что 
У.Н.=0, У-ЕН:= И В п). 


Условимся пустое множество О называть невозможным собы- 
тием, а множество исходов Ц — достоверным событием. Последние 
равенства означают, что в модели Бернулли успех и неудача при 
одном и том же испытании невозможны, а успех или неудача до- 
стоверны. 

Полное описание событий У; и Н; для модели Бернулли И=2 
испытаний содержится в таблице событий примера 3 из $ 1. 

Для каждого номера 1=1,..., П рассмотрим класс множеств 


Я, = {О, У. Нь О}, 


порождаемый событиями У; и Н.. Классы 9; порождают алгебру 
событий 57: каждое событие А может быть получено с помощью 
алгебраических операций из событий У; и Н; (1=1,..., п). Это со- 
ответствует тому, что рассматриваемый опыт состоит из 1,..., П-го 
испытаний. Условимся класс %; называть {-м испытанием, а собы- 
тия У; и Н; — исходами 1-го испытания. 

Примеры конкретного выражения ссбытий через исходы иСпы- 
таний для модели Бернулли п=2 испытаний содержатся в таблице 
событий примера 3 из $ 1. 


3.2. Элементарная вероятность р=д” 


Третьим элементом модели Бернулли является функция р==д” 
на множестве исходов И, определяемая следующим образом. 
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Рассмотрим произвольное положительное число а, меньшее 
единицы: 


0—=а=—1. 


Определим значения 9(1), 9(0) функции 4 на множестве В == {1, 0} 
равенствами 


пе. (И =а,. 9(0) = 1—а. 


Функция 4 на множестве В определяет функцию р==4" на множе- 
стве исходов И==В", значение р(и) которой для каждого исхода 
и== (и;) |<;< определяется равенством 
(2) р (и) = П 9(и). 

| 1</<п 

В частности, при п==2 из равенств (1) и (2) следуют равенст- 
ва (3’) примера 3 из $6 1. 

Функция р называется элементарной вероятностью, а ее зна- 
чение р(и) — элементарной вероятностью исхода и. Элементарная 
вероятность описывает зависимость возможных результатов опыта 
от случая. Она является мерой реализуемости этих результатов. 
Равенства (1) и (2) описывают одинаковость и независимость со- 
ставляющих опыт испытаний. 

Заметим, что из равенств (1) и (2) следует равенство 


(3) ра ==а"“7 (1-0). 
где 
И. р 
1</<п 


В частности, при п=2 равенство (3) эквивалентно равенствам (3) 
примера 3 из $ 1. 


4.2. Вероятность Р==@” 


Четвертым и самым важным элементом модели Бернулли 
является функция 


Р=0" 


на классе событий 5, определяемая следующим образом. 
| Для каждого события А рассмотрим сумму Р(А) элементар- 
ных вероятностей р(и) исходов и, составляющих событие ДА: 


Ч Р(А)= Хр(щ. 


Равенство (4) определяет на классе событий 54 функцию Р со зна- 
чением Р(А) для каждого события А. Функция Р называется ве- 
роятностью, а ее значение Р(А) — вероятностью события А. Веро- 
ятность описывает зависимость от случая явлений, определяемых 
результатами опыта. Она является мерой реализуемости этих 
явлений. 


167 


у 1.4.2*. Правило прямоугольника 


Рассмотрим вероятность @ на классе множеств : 

0(0)=0, О(У)=а, О(Н)=1—а, 9(В) =. 
Специфика вероятности Р для модели Бернулли заключается в 
том, что она является произведением п вероятностей (. Это зна- 
чит, что, аналогично тому, как в геометрии площадь прямоуголь- 
ника равна произведению длин его сторон, в модели Бернулли ве- 
роятность Р(Х) каждого прямоугольника Х равна произведению 
вероятностей @(Х;) его сторон Х, (]=1,..., п), т. е. верно сле- 
дующее 

Правило прямоугольника: 

о” и 

Доказательство. Используем принцип индукции. Рассмотрим 
множество М всех натуральных чисел т таких, что для п=т-- | 
верно правило прямоугольника. 

1. Число О=ЕМ, так как для п=| правило прямоугольника эк- 
вивалентно равенству Р=(!=0; 

2. Для каждого номера [ верно предложение: если [=М, то 
[--1=+М. Докажем это. Рассмотрим произвольный прямоуголь- 
ник У со сторонами Х\1,..., Х„, Х,ы (П=НН-Г). Обозначим поямо- 
угольник со сторонами Х:,..., Х„ буквой ДХ: 

Х= П Х, У=ххХьи. 


1<]<п 
Рассмотрим произвольную строку ч9ЕЕУ и ее часть иеХ: 
Ц—И1...Н, ЧЩ... ИИ а-ЙЦь. 
Из равенств (2) и (4) для р=9"*! и Р=@"*! вытекает, что 


9"+1 (У) = ря 7+1 (0) = > 4” (и) 9 (ип). 


Заметим, что 


2 4" (и) 9 (ип) = № 9" (и № 9(шы. 
иЕХ, ип --1ЕХи-+ 1 и=Х ип Хи+1 


В самом деле, возможны четыре случая: 
Х,+1==0, Х»+1== {1}, Х +1 == {0}, Х,+1=В. 


В первом случае обе части равны нулю, так как содержат суммы 
пустых семейств. Во втором и третьем случаях дело сводится к вы- 
несению в левой части общих множителей 49(1) и 9(0). Наконец, 
в четвертом случае верны равенства 
1 
9" (и) 9 (ин) = 2 9" (99 (0) + 29" (4) 9 (0) = 


ем +4 = Зе х 9 (ин+1). 


Чп+1ЕХи +1 


Из равенств (2) и (4) для р=д" и Р=О", р=д и Р==0 следует, 
что 

9" (и) > 9 (ип+1) = 0” (Х) Ч (Хи+). 

цЕХ йп+1ЕХи- 1 | | 


Если [Е М, то для п=1[--1 верно равенство 


©" (= П 9). 


Из полученных равенств вытекает, что в этом случае ь 
4"! (У) = П 9(Х)9(Х,1) = НП . © (Хх) 
1<]<п 1“]<п 


и, значит, [-- 1 М. 
По принципу индукции из пунктов [| и 2 следует, что М=М, 
т. е. правило прямоугольника верно для каждого номера п>=1. 
Пример. Пусть л==2 и стороны прямоугольника У определяют- 
ся равенствами 


Х={1}, Х.={1, 0}, Хз={1, 0}. 

В этом случае Е 
| Х= {1} ЖИ, 0} = 1, 10}, 
У= {1} {1, 0} Х {1, 0} = {11, 10} ЖД, 0} ={1, 101, 110, 100}. 

Ио, == ИоИз==ииИз (и1=1, Ио, ИзЗЕЕ{ 1, 0}), 

93 (7) =93 (111) 93 (101) --9° (110) 9? (100) = 

—=9?(11)9(1)- 9? (10)9(1)+9?(11)9(0)-9° (10) 9 (0) = 

= [9?(11)-9? (10) ] [9(1) 9 (0) ] =0?(Х)@ (Хз), 

02 (Х) = 9? (11) 9? (10) =9(1)9(1)-9(1)9 (0) = 
—=49(1) (9(1)--9(0)) =@ (Х!) © (.).. 


°(У) = © (Х!) © (Х2) © (Аз). 


Следовательно, 


2.4.2*. Формула успехов и неудач 


Из правила прямоугольника вытекает простое равенство для 
вероятности пересечения произвольных исходов каждых испытаний. 
Рассмотрим произвольные непересекающиеея части К и 1, 


множества {1,..., п}, составленные соответственно из А и [ номе- 
ров. Множества Ки Ё определяют событие 

ПУ ый Ну 

=К 


описывающее появление успеха при каждом испытании с номером 
[ЕЕК и неудачи при каждом испытании с номером |2. 
Это событие является прямоугольником 
П У, П Н; = П. Х„, 
1<т<и 


{ЕК 1ЕЕГ, 
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где | 
Х.={1} (=К), Х,={0} (Г), Х„=В (т®К-Г). 


Пример. Если `{1,..., п} ==(1, 2, 3,4, 5, 6}, К={2, 4}, [=4{6} 
(В=Ей, 11|), 


ПУ; ПЛ, =У,У.Н‹ = Вх{ЦхВх{}хВЖ{0О}. 


= ЕЁ 


Это событие описывает появление успеха при втором и четвертом 
испытаниях и неудачи при шестом испытании. Исходы остальных 
(первого, третьего, пятого) испытаний произвольны. 

Формула успехов и неудач: 


Р(.0. У: ПН) — а*(41 — а)1. 


1=К ЕЁ 


Доказательство. Из определения событий У, Н; и правила 
прямоугольника следует, что 


о и = 9 ({1)*9 ({0})'9 (В) = а" (1 — а)". 


Формула успехов и неудач доказана. 

Пример. Р(У-У.Нв) —а?(1—а). 

Замечание. Предположение о том, что множества К и Д не пе- 
ресекаются, существенно. Если К и Ё. пересекаются, то в левой ча- 
сти формулы находится вероятность невозможного события О 
(успех и неудача при одном и том же испытании) и при О<а<1| 
формула не верна. 


3.4.2*. Одинаковость испытаний 


Модель Бернулли описывает опыты, составленные из одинако- 
вых испытаний. Одинаковость испытаний выражается в том, что 
при каждом испытании шансы на успех равны и возможности не- 
удачи одинаковы. Классическим примером одинаковых испытаний 
являются подбрасывания симметричной монеты. В соответствии 
с предположением об одинаковости испытаний в модели Бернулли 
при каждом испытании вероятность успеха равна а, а вероятность 
неудачи |—а. Это выражает вытекающее из формулы успехов 
‚и неудач 

Следствие 1. Р(У;) =а, Р(Н.:). = (1—а) (1=1,..., п). 

Доказательство. Эти равенства получаются из формулы успе- 
хов и неудач соответственно при К={}}, Е=0 (Ё=1, [=0) и 
К==0, [= {1} (Е=0, 1[=1). 

‚Таким образом, в модели Бернулли одинаковость испытаний 
выражается в том, что в каждом испытании 


| == {0, У, Нь 0} 
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вероятности соответствующих событий равны. 
Р{0}=0; РУ) =. РО =1Ы0 РИ) = 


для каждого номера 1=1,..., И. 


4.4.2*. Независимость испытаний 


Модель Бернулли описывает опыты, составленные из независи- 
мых испытаний. Независимость испытаний выражается в том, что 
шансы на получение данных результатов при данных испытаниях 
не зависят от результатов любых других испытаний. Классическим 
примером независимых испытаний являются подбрасывания моне- 
ты. В соответствии с предположением о независимости испытаний 
в модели Бернулли вероятность пересечения произвольных исходов 
каждых испытаний равна произведению вероятностей этих исхо- 
дов. Это выражает вытекающее из формулы успехов и неудач 

Следствие 2. в и = Па о 

ЕЕК ЕЕ Ё 
Доказательство. Обе части ра о а^(1— а}. 
Пример. Р(У>У.Нь) =Р (52) Р (54) Р (Не) =а? (1—а). 
Замечание. В следствии 2 также существенно условие К[.==0. 


5.2. Вероятностная модель Бернулли 


Множество исходов И==В”, алгебра событий .54==", элемен- 
тарная вероятность р==4” и вероятность Р=@” образуют модель 
Бернулли п испытаний с вероятностью успеха а. Эта модель опи- 
сывает опыт, составленный из Последовательности п одинаковых 
и независимых испытаний, каждое из которых оканчивается успе- 
хом либо неудачей. Причем в каждом испытании шансы на успех 
оцениваются числом а, а возможность неудачи — числом 1—4. 


$ 3*. СВОЙСТВА ВЕРОЯТНОСТИ 


Общие свойства элементарной вероятности и вероятности в мо- 
дели Бернулли те же, что и в модели Лапласа: элементарная ве- 
роятность р является положительной нормированной функцией на 
множестве исходов, а вероятность Р — положительной нормирован- 
ной аддитивной финкцией на классе событий. 

Рассмотрим модель Бернулли п испытаний с вероятностью 
успеха а. 


1.3. Элементарная вероятность р 


1]. Элементарная вероятность р положительна. Это следует из 
неравенств О<а=< | и равенства (3) $ 2: 


р(и) =а*“* (1—а)"—* 2 >0 


1 


для каждого исхода и. Символ $(и) обозначает сумму элементов 
строки и: 


$ (и) = У и. 


от ^ 


Эта сумма равна числу единиц в строке и. 
| В частности, для п=2 элементарную вероятность определяет 


следующая 


Таблица элементарной вероятности 


и 5(и) р(и) 
11. я. а? = а? (1—а)?-? 
10 ] а(1—а) =а!(1—а)?- 
01 ] а(1—а) =а! (1—а)?-! 
00 0 (1—а) 2 == а (1—а)2—6 


2. Элементарная вероятность р воров, Это следует из 
правила прямоугольника: 


ХР (и) =Р (0) =19 (В) = м=1. 


2.3. Вероятность Р 


1. Вероятность Р положительна: 
Р(А)= Ури =0 
цЕА 


для каждого события А. Это следует из положительности элемен- 
тарной вероятности р. 
2. Вероятность Р нормирована: 


Ри) = Урф=и 


ци>ЕО 


Это эквивалентно нормированности элементарной вероятности р. 
3. Вероятность Р аддитивна: 


Р(А--В) =Р(А) + Р(В) 


для каждых непересекающихся событий А и В. Это правило сло- 
жения для вероятности Р следует из ассоциативности сложения 


для чисел: 
РАН В) = Х рф = Хр +Ур(и =Р(А) +Р(В) (АВ =0). 


В 


Пример. Если п=2, А== {11, 10}, В = {01, 00}, 


то 
АВ=0,. А--В=0 
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Р(А+В)=р(11) р (10) р (01) ^(00), 
Р(А)=р(11)-р(10), Р(В)=р(01)-+р(00), 
Р(АЧВ) =Р(А)--Р(В). 


3.3. Примеры 


Рассмотрим несколько простых примеров вычисления вероят- 
ностей событий в модели Бернулли. Эти вычисления повторяют, по 
существу, некоторые вычисления примеров 3 и 4 из $ 1. 

Пример 1. Симметричная монета подбрасывается два раза. 

Какова вероятность того, что: 

1) при первом подбрасывании появляется герб? 

2) при первом подбрасывании появляется цифра? 

3) при втором подбрасывании появляется герб? 

4) при втором подбрасывании появляется цифра? 

Решим эту задачу, используя модель Бернулли п==2 испыта- 
ний с вероятностью успеха а=1/2, рассматривавшуюся в пэиме- 
рез $ 1. Она сводится к вычислению вероятностей событий У, Н,, 
У›, Нэ. По формуле успехов и неудач находим: 


Р(У,) =Р(У.) =а=1/9, Р(Н!)==Р(Н2) =1-—а==1/9. 


Пример 2. Гроизводится два выстрела по цели. Какова веро- 

ятность Того, ЧТО: 

1) при первом выстреле происходит попадание? 

2) при первом выстреле происходит промах? 

3) при втором выстреле происходит попадание? 

4) при втором выстреле происходит промах? 

Известно, что при большом числе выстрелов, произведенных 
в таких же условиях, частота попадания была равна 9/10. 

Решим эту задачу, используя модель Бернулли п==2 испыта- 
ний с вероятностью успеха а==9/10, рассматривавшуюся в приме- 
ре 4 & 1. Она сводится к вычислению тех же событий У|, Ну, 5», Н., 
что и в примере 1. Как и в этом примере, по формуле успехов и не- 
удач получаем: 


Р(У,) =Р(У.) =а=9/10, Р(Н!)=Р(Н) =1-—а= И. 


Пример 3. Симметричная монета подбрасывается два раза. 

Какова вероятность того, что: 

1) герб не появится ни разу? 

2) герб появится ровно один раз? 

3) герб появится два раза? 

Решим эту задачу, используя модель Бернулли п==2 испыта- 
ний с вероятностью успеха а==1/2, рассматривавшуюся в приме- 
ре 3 $ 1. Она сводится к вычислению вероятностей событий: 


Ао= и з $ (и) —=0} = {00} = Н.Н, 
Аз {и :5(и) = 1} == {10, 01} =УН-+НУ,, 
А2= {и : $ (и) =) =: {1 1} — У. 
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Используя правило сложения вероятностей и формулу успехов и 
неудач, получаем: 


Р(Ас) = (1—а)*=1/4, Р(А,) =Р(У.Н.) | Р(Н\Уз) = 
—=2а(1—а) =1/2, Р(А2) =а?=114. 


Заметим, что события А, А, А. попарно не пересекаются, 
и поэтому 


Р(0) =Р (А, А, 42) =Р (Ао) +Р (А!) +Р(А2) = 
= (1—а)?-+-2а (1—а) Ра?= ((1—а) На)? =1. 


Пример 4. Производится два выстрела по цели. Какова ве- 

роятность того, что: | 

1) попадания не происходит ни разу? 

2) попадание происходит ровно один раз? 

3) попадание происходит два раза? 

Известно, что при большом числе выстрелов, произведенных 

в таких же условиях, частота попадания была равна 9/10. 

Решим эту задачу, используя модель Бернулли п==2 испыта- 
ний с вероятностью исхода а=9/10, рассматривавшуюся в приме- 
ре 4 $ 1. Она сводится к вычислению вероятностей тех же событий 
Ао, А1, Ао, что и в примере 3. Те же вычисления, что и в этом при- 
мере, дают: 


Р(Ао) = (1—@)?=1/100, Р(А,) =2а(1—а) =18/100, 
Р(А2) =а?=81/100. 
Точно так же, как и в примере 3, верны равенства 


Р(И) =Р (А -+А.-+ А.) =Р(Аз) + Р (А!) Р (42) =1. 


$ 4*. УСЛОВНАЯ ВЕРОЯТНОСТЬ 


Содержание понятия условной вероятности в модели Бернулли 
то же, что и в модели Лапласа. Пример 3 с подбрасыванием сим- 
метричной монеты из $ 4 главы | является примером и для модели 
Бернулли. 


1.4. Определения 


Рассмотрим модель Бернулли п испытаний с вероятностью 
успеха а. Условимся называть событие В возможным, если его 
вероятность не равна нулю: 


Р(В) >0. 
Заметим, что если а=0 или а==1, то некоторые события, не рав- 
ные 0, не являются возможными. Если же 0<а<1, то единствен- 


ным не возможным событием является пустое событие О, как и в 
модели Лапласа. | 
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Рассмотрим произвольное возможное событие В. Определим 
условную элементарную вероятность р» как функцию на множестве 
исходов И, значение р(и) которой для каждого исхода и опреде- 
ляется равенствами: 


(В рь(и) =р(и)/Р(В) (иеВ), 
(2) ВН) ==0 | (иеВ). 
В этом определении используется предполагаемая возможность со- 
бытия В, обеспечивающая неравенство Р(В) ==0. 


Заметим, что из равенства (3) $ 2 для р следует, что равен- 
ство (1) эквивалентно равенству 


(3) рв (и) = а“? (1—а)"-*®/Р (В), 
где $(и) обозначает сумму элементов строки и: 
т (и) — > и; 
1] п 


и равно числу единиц в этой строке. 

В примере 3 из $ 4 я | Е значения условной ве- 
роятности р» для случая п==2, а=1/2 и В=={10, 11}. 

Упражнение. Вычислить значения условной вероятности Рв для 
случая п=3, 0<а< 1 и В== {111, 110, 101, 100}. 

Определим условную вероятность Рв как функцию на классе 
событий 5, значение Р»,(А) которой для каждого события А опре- 
деляется равенством 


(4) Рв(А) = У рв(и). 


В модели Бернулли, так же как и в модели Лапласа, условная 
вероятность Р» является мерой реализуемости явлений, определяе- 
мых результатами рассматриваемого опыта, при условии, что рез- 
лизуется явление, описываемое событием В. 


2.4. Правила умножения и деления 


Рассмотрим модель Бернулли п испытаний с вероятностью 
успеха а. Для каждых события А и возможного события В в этой 
модели верно равенство 


(5) Р,(А) =Р(АВ)/Р(В). 


В самом деле, используя равенства (1), (2) и (4) для услов- 
НЫХ ее ны и вероятности, получаем: 


Рв(А) = р рв (и т, рв (и) = )= > Р(/Р (В) == Р(АВ)/Р (В). 


Из равенства (5) следует равенство 
(6) Р(АВ) =Р(В)РЬь(А). 


Равенство (6) называется правилом умножения, а равенство 
(5) — правилом деления для вероятности. 


Так же, как и в модели Лапласа, в модели Бервулли правила 
умножения и деления используются для вычисления вероятностей 
событий. 


3.4. Примеры 


Рассмотрим модель Бернулли п==2 испытаний с вероятностью 
успеха а=1/2, описанную в примере 3 $6 1. 
Пример. 1. Из равенств (2”) примера 3 и правила деления вы- 
текают равенства: 
Ру, (У.) =Р(У.), Ру, (Н,) =Р (Н.), 
Ри, (У,) =Р (У), Рн, (Нз) =Р(Н»). 


Эти равенства соответствуют тому факту, что результат второго 
подбрасывания монеты не зависит от результата первого подбра- 
сывания. 
Пример 2. Из равенств (2”) примера 3 и правила деления вы- 
текают равенства: 
Ру, (У:) =Р (51), Ру, (Н1) = Р(Н)), 
Ри, (У!) =Р (У); Рн, (Н!) =Р(Ну). 


Эти равенства соответствуют тому факту, что результат первого 
подбрасывания монеты не зависит от результата второго подбра- 
сывания. | 

Замечание. Примеры | и 2 позволяют сказать, что равенства 


Р(У,У.) =Р(У,)Р (2), Р(У.Н2) =Р(У,)Р(Н.), 
Р(Н:У?) =Р(Н!)Р(У?2), Р(Н:Н2) =Р(Н!)Р(Н?) 


примера 3 из $ | выражают. независимость подбрасываний мо- 
неты. 
Пример 3. Симметричная монета подбрасывается два раза. 
Известно, что хотя бы один раз появляется герб. Какова веро- 
ятность при этом условии того, что два раза появляется герб? 
В рассматриваемой модели задача сводится к вычислению 
условной вероятности Рь(А) события А={11} при условии 
В=={11, 10, 01}. Используя правило деления, получаем: 


Р‚(А) =Р(АВ)/Р(В) =113. 
Если вернуться к игре с монетой, описанной в примере 3 $ 1 
главы |, то полученная вероятность Рз(А) является условной веро- 


ятностью выигрыша при условии, что игрок не проигрывает. Эта 
вероятность больше вероятности выигрыша: 


Р(А) =1/9.1/9=1/4. 


$ 5*. НЕЗАВИСИМОСТЬ И ЗАВИСИМОСТЬ 


Содержание понятий независимости и зависимости в модели 
Бернулли то же, что и в модели Лапласа. Основную роль в модели 
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Бернулли играет независимость испытаний. . Данный параграф по- 
священ уточнению этого понятия. 

Рассмотрим модель Бернулли п испытаний с вероятностью 
успеха а. 


1.5. Независимость двух событий 


Назовем события А и В независимыми, если верно равенство 
(7) Р(АВ)=Р(А)Р(В). 
Если равенство (7) не верно, то будем называть события Аи В 
зависимыми. 


В примерах | и 2 из $ 4 события У; и У», Ну и %., У, и Нь, 
Н! и Но независимы. В примере 3 из $ 4 события А и В зависимы: 


Р(АВ) =1/4==1/4.3/4=Р(А)Р(В). 
Если события А и В возможны: 
Р(А)>0, Р(В)>0, 
то равенство (7) эквивалентно каждому из равенств 
Р,(А)=Р(А), Ра(В)=Р(В). 
Это следует из равенств (5) и (6). 
- В примере 3 из $ 4: 
Рз (А) =1/3==1/4=Р (А), 
Рд(В)=1==3/4=Р(В). 


2.5. Независимость семейства событий 


Назовем события С; семейства (С;):=: с конечным множеством 
индексов независимыми, если для каждого множества М=/ верно 


равенство 
М ‚ М 


Если для некоторого множества К=/ равенство (8) не вернс, то 
будем называть события семейства (С;):=г зависимыми. 

Пример 1. События С, =, семейства (С;):е...., 
так как для каждого множества М={1,..., п} верно равенство 


г П ей — П Р(У). 
РЕМ =М 


Это вытекает из следствия 2 формулы успехов и неудач. 

Пример 2. События С!=%,, = Н!1, Сз=Нз семейства 
(С:)=и,2.з;, зависимы, если 0<а<1|, так как в этом случае для 
множества М== {1, 2} равенство (8) не верно: 
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Определение независимости семейства событий позволяет при- 
дать точный смысл предложению: исходы различных испытаний 
в модели Бернулли независимы. 

Рассмотрим произвольное семейство (В;).:-=,...„ исходов В: 
испытаний 1=1,..., п. Обозначим множество номеров [, для кото- 
рых В.=У, буквой $, а множество номеров |, для которых 
В,=Н,— буквой Т: 


$Т=0, ЗА Т=1,...т}. 
Пример. {1,..., п} = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, 
5={2, 4, 6}, Т={1, 3, 5}, 
Ве, В.=., Вз= И, 
Ва=У, ВБ=Нь Вь=Уь. 


Лемма. Исходы В; (1=1,..., п) независимы. 
Доказательство. Рассмотрим произвольное конечное множество 
М={1,..., п} и множества К=М$, [ =МТ. Заметим, что 


КР--0, КМ 
По следствию 2 формулы успехов и неудач получаем: 
в П 1 УП и = п Р(У) ПР(П) = 
=М ак = =К ЕЕ 


| И: РВ) ПР = п Во. 
1=К ТЕЕГ, ТЕМ 


Значит, события В; семейства (В;):—1....„ независимы. 
Лемма доказана. 
Пример. $5={2, 4, 6}, Т={1, $3, 5}, 
Мет, Ао 
БЕ, д, 9 9) =}. 
Р(В,В.Вз) =Р(У.Н,Н.) =Р(У)Р(Н,)Р(Нз) = 
—=Р(В.)Р(В,)Р(В.). 


3.5. Независимость семейства классов 


Назовем классы ®’; событий семейства (®;):-: с конечным мно- 
жеством индексов независимыми, если события С.=®’, каждого сс- 
мейства (С;):=: независимы. Если события С.Е=®,; некоторого се- 
мейства (С;):=: зависимы, то классы ® событий будем называть 
зависимыми. Другими словами, классы ®’, независимы, если как бы 
ни выбирать по одному событию С; из каждого класса ®, эти со- 
бытия оказываются независимыми. Если же можно таким образом 
выбрать зависимые события С, то классы ®,; считаются зависи- 
МЫМИ. | о 

Пример 1. Испытания Я, = {О, У, Н,,Ц}, %={0, У,, Нь, Ц} 
семейства (.;) ;--1.2 независимы, так как равенство 


Р(В:В-) =Р(В,)Р(В:) 


верно для каждых событий ВЕ Я и В.=%. 
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Пример 2. Если О<а-<1, то классы | 
®,={О, У Нь И}, ®2=Уь, У} 


семейства (%.):-!.2 зависимы, так как события С. =УЕ®, и С›== 
—=/е=®. зависимы: 


Ре Ро) аа =Р(,) РУ. 


Заметим, что любые другие два события С1Е®, и С>е® не- 
зависимы. 

Определение независимых классов событий позволяет придать 
точный смысл предложению: различные испытания в модели Бер- 
нулли независимы. 

Теорема. Испытания 8, (1=1,..., п) независимы. 

Доказательство. Из леммы о независимости исходов следует, 
что классы 


@.— {У,, Н:} 


семейства (%®’,):-1.....„ независимы. 

Заметим, что если С;==0О для некоторого номера {=М, то в ра- 
венстве (8) обе части равны нулю. А если С;,=0И для некоторого 
номера |=М, то равенство (8) сводится к аналогичному равенству 
для множества номеров М— {]}. Поэтому из независимости классов 
®. семейства (%®):-,....„ следует независимость классов 


®={0, У, Нь И} 


семейства (.8;):=1..... п. 

Теорема доказана. 

Задачи, поясняющие использование модели Бернулли, собра- 
ны в главе | части ПГ. 


Глава 3 


КОНЕЧНЫЕ ВЕРОЯТНОСТНЫЕ МОДЕЛИ 


Игрок следит за подброшенной монетой. Она падает гербом 
вверх: успех, ставка выиграна. Монета подбрасывается еще раз 
и падает цифрой вверх: неудача, ставка проиграна. Монета под- 
брасывается снова и снова. Успехи чередуются с неудачами, при- 
чем результат каждого подбрасывания определяется случаем. Но, 
если игра продолжается достаточно долго, то, как правило, число 
выигрышей оказывается примерно равным числу проигрышей. 
В этой закономерности проявляется симметричность монеты. 

Стрелок прицеливается, стреляет и... не попадает в цель, Не- 
удача. Он прицеливается тщательнее, стреляет еще раз: успех, 
цель поражена. Стрелок производит выстрел за выстрелом. По- 
падания чередуются с промахами, причем результат каждого вы- 
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стрела в определенной степени зависит от случая. Но, если стрель- 
ба продолжается достаточно долго, то, как правило, частота попа- 
даний оказывается близкой к наблюдавшейся раньше. В этом 
устойчивом поведении частоты попаданий проявляется квалифи- 
кация стрелка. 

Контролер проверяет партию одинаковых изделий и выбирает 
наугад одно из них. Оно оказывается годным. С точки зрения конт- 
ролера, целью которого является обнаружение брака, это неудача. 
Второе, третье, ..., десятое наугад выбранные изделия тоже год- 
ные. Наконец, одиннадцатое изделие оказывается негодным: успех. 
Контроль продолжается, годные изделия чередуются с негодными, 
причем результат каждой проверки зависит. от случая. Но, если 
число выбираемых для проверки изделий достаточно велико, то, как 
правило, доля негодных среди них оказывается близкой к доле не- 
годных изделий во всей проверяемой партии. 

° Многие задачи, связанные с играми, стрельбой по цели, конт- 
ролем качества и другими процессами, решаются с помощью про- 
стых вероятностных моделей. 

Каждая вероятностная модель составляется из множества ис- 
ходов, алгебры событий и вероятности. В этой главе описываются 
модели, множества исходов которых конечны. 

Множество исходов описывает возможные результаты прово- 
димого опыта или наблюдения: падение гербом или цифрой вверх 
подбрасываемой монеты, попадание или промах стрелка, годность 
или негодность проверяемого изделия. Формально множеством ис- 
ходов может быть каждое непустое конечное множество И. 

Алгебра событий описывает явления, связанные с проводимым 
опытом или наблюдением и определяемые его результатами: дву- 
кратное падение гербом вверх дважды подбрасываемой монеты, 
хотя бы одно попадание при двух выстрелах, годность всех про- 
веряемых изделий. Алгебраические действия с событиями соответ- 
ствуют логическим связкам: двукратное появление герба означает 
появление герба при первом и при втором подбрасывании монеты, 
хотя бы одно попадание при двух выстрелах означает попадание 
при первом или при втором выстреле; годность всех проверяемых 
изделий означает, что не оказывается хотя бы одного негодного 
изделия. Формально алгеброй событий может быть каждая алгеб- 
ра 5 частей конечного множества исходов (0. 

Вероятность служит мерой реализуемости рассматриваемых 
явлений. Вероятность каждого события определяется как сумма 
элементарных вероятностей составляющих это событие исходов. 
Элементарная вероятность каждого исхода измеряет реализуе- 
мость описываемого этим исходом возможного результата и выби- 
рается в соответствии с условиями задачи. В частности, если все 
результаты равновозможны, то им приписывается одинаковая эле- 
ментарная вероятность, равная отношению единицы к числу всех 
возможных результатов. Вероятность каждого события в этой 
классической модели равна отношению числа составляющих со- 
бытие исходов к числу всех возможных исходов. Формально эле- 
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ментарной вероятностью может быть каждая положительная функ- 
ция р на множестве исходов (Ц, сумма значений которой равна еди- 
нице. Вероятность Р является функцией на классе событий .5й. 
Значения вероятности Р являются суммами значений элементарной 
вероятности р. 

Каждая задача в такой модели формулируется как задача 
о вычислении вероятности некоторого события. Для решения этой 
задачи используются различные правила вычисления вероятно- 
стей: правило сложения, правило умножения, формула полной ве- 
роятности. Рассматриваемая простая модель позволяет решить 
много интересных задач с самым различным содержанием. 


$ 1. ПРИМЕРЫ 
1.1. Пример 1. Выстрел по мишени 


Рассмотрим опыт, заключающийся в выстреле по стандартной 
мишени, и построим вероятностную модель этого опыта. 


1.1.1. Множество исходов ПИ 


Возможными результатами рассматриваемого опыта являются 
промах (0 очков) или получение 1, 2,..., 10 очков. Условимся эти 
результаты соответственно описывать числами 0, 1, 2,..., 10 и на- 
зывать эти числа исходами. Составленное ими множество исходов 


(= {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10} описывает возможные результаты 
выстрела по мишени. 


2.1.1. Алгебра событий .4 


Каждую часть А множества исходов И условимся называть 
событием. Алгебру (5, Ц, П‚) образованную классом 54 всех 
событий и их объединением, пересечением и дополнением, назовем 
алгеброй событий. Сокращенно будем обозначать ее буквой 5 
(так же, как и класс событий). Алгебра событий 54 описывает 
явления, определяемые возможными результатами рассматривае- 
мого опыта, и логические связи между этими явлениями. 

Например, событие А== {6, 7, 8, 9, 10} описывает получение 
числа очков строго большего пяти, Элементарное событие В = {0} 
описывает промах, его дополнение С= {1, 2,..., 10} — попадание. 


3.1.1. Элементарная вероятность р 


Предположим, что в тех же условиях прежде было произзеде- 
но большое число выстрелов и частота (и) получения и очков вы- 
ражается в процентах следующей таблицей: 


г> 
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Одинаковость условий позволяет использовать частоту у(и) для 
оценки шансов на получение и очков при описываемом выстреле. 

В соответствии с этим рассмотрим функцию р на множестве 
исходов И со значением р(и) ==у(и) для каждого исхода и. Назо- 
вем функцию р элементарной вероятностью. Значение р(и) опи- 
сывает шансы на получение и очков при выстреле. 

Заметим, что элементарная вероятность р, равная частоте у, 
наблюдавшейся прежде, является вместе с этой частотой положи- 
тельной нормированной функцией на множестве исходов И: 


р(и) 0, ХУр(и) =1. 
4.1.1. Вероятность Р 


Для каждого события А вероятность Р(А) определим как сум- 
му элементарных вероятностей р(и) исходов и, составляющих со- 


бытие Д: 
В (А) = ЖВ(м). 
иЕА 


Вероятность Р(А) служит мерой реализуемости явления, описы- 
ваемого событием А..Функцию Р на классе событий 4 со значе- 
нием Р(А) для каждого события А назовем вероятностью. 

Множество исходов Ц, алгебра событий .5 и вероятность Р 
образуют удобную модель выстрела по мишени. 

С помощью построенной вероятностной модели решается, на- 
пример, такая 

Задача. Какова вероятность того, что при выстреле по мищени 

получается число очков строго большее пяти? | 

Решение. Задача сводится к вычислению вероятности Р(А) 
события А == {6, 7, 8, 9, 10}. Используя таблицу, находим, что 


Р(А) =р(6) р (7) р (8) +2 (9)--р (10) = 
—= (5-54 10-20-50) /100=9/10. 


Легко вычислить также вероятности промаха и попадания: 
Р(В)=р(0) =1/100, Р(С)=1--Р(В)=99/100. 


Замечание. Использовать модель Лапласа для описания вы- 
стрела по мишени, по-видимому, невозможно: совершенно не по- 
нятно, как выбрать равновозможные результаты. Если интересо- 
ваться только попаданием и промахом, а не числом очков, то мож- 
но использовать модель Бернулли п==1 испытания с вероятностью 
успеха а=99/100. 


2.1. Пример 2. Выбор буквы из книги 
Рассмотрим опыт, заключающийся в выборе наугад букзы из 


книги, написанной на русском языке, и построим вероятностную 
модель этого опыта. 
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1.2.1. Множество исходов И 


В качестве множества исходов Ц удобно взять алфавит из 
32 букв: 


Таги о 
{И==а, 6, в, г, д, е, ж, з, и, Й, к, Л, М, н, 0, п, р, с, т, у, ф, х, ч, 


Ш, Щ, Ь, Ы, э, Ю, я, —}. 


В этом алфавите буква «е» обозначает также букву «ё», буква 
«ь» — букву «ъ». Черточка «—» — это пробел между словами. 
Условимся называть пробел также пустой буквой. 


2.2.1. Алгебра событий 44 


В качестве алгебры событий удобно взять алгебру 5%, образо-_ 
ванную классом 54 всех частей множества исходов И и объедине- 
нием, пересечением и дополнением для „57. 

Примером события является множество А == {а, е, и, о, у, ы, э, 
ю, я}, описывающее выбор гласной буквы. 


3.2.1. Элементарная вероятность р 


Если рассматривается книга не слишком специальная, то для 
оценки шансов на выбор буквы «и» естественно взять частоту % (1) 
буквы «и» в книгах, написанных на русском языке. Такие частоты 
собраны в следующей таблице (А. М. Яглом, И. М. Яглом. «Веро- 
ятность и информация». М., «Наука», 1973): 


= (6) е, 6 а И т. Н с 
0,175 0,090 0,072 0,062 10,062 | 0,053 | 0,053 | 0,045 


0,028 |0,026 | 0,025 | 0,023 | 0,021 


0,018 0,016 


р В Л К м д п у 
0,016 


› Ж |{ ©) шо 
0,009 0,007 0,006 0,006 10,004 


В соответствии с этим в качестве элементарной вероятности удобно 
взять функцию р на множестве исходов И со значением р(и) =м(и) 
для каждого исхода и. 
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Заметим, что элементарная вероятность р, равная частоте у, 
является вместе с этой частотой положительной нормированной 
функцией на множестве исходов (: 


р(и) >0, Хр(и)=1. 


4.2.1. Вероятность Р 


Вероятность Р определяется как функция Р на классе собы- 
тий 57 со значением 


Ра) => ри) 


для каждого события А. Вероятность служит мерой реализуемости 
явления, описываемого событием Д. 

Множество исходов Ц, алгебра событий 5 и вероятность Р 
образуют удобную модель выбора наугад буквы из книги. 

С помощью построенной вероятностной модели решается, на- 
пример, такая | 

Задача. Какова вероятность того, что выбранная наугад из 

- книги буква является гласной? 

Решение. Задача сводится к вычислению вероятности Р(А) 
события А == {а, е, и, о, у, ы, э, Ю, я}. Используя таблицу частот, 
находим, что 


Р(А) =р(а) р (е) Нр(и)-Нр (о) -Нр(у)- 
ЕР (ы) р (э) р (ю)-Ер (я) =0,062--0.072-- 
--0,062--0,090-Е0,021--0,016--0,003--0,006-- 

| 4-0,018==0,350. 


Замечание. Использовать модель Лапласа для описания выбо- 
ра буквы из книги, по-видимому, невозможно. Если интересоваться 
только гласностью буквы, то можно использовать модель Бернулли 
п==| испытания с вероятностью успеха а=35/100. 

Упражнение. Составить аналогичную таблицу частот для 
1000 букв, взятых подряд из какой-нибудь книги, и сравнить с при- 
веденной в 3.2.1. 


3.1. Пример 3. Простые числа 


Разобьем множество а чисел {1,..., 100} на десят- 
ки {1,... 10, ПП... 20}... {91,... 100 и предположим, что 
нас интересует 

Задача. Какова вероятность того, что в наугад выбранном 

десятке оказывается нечетное количество простых чисел? 

Решение 1. Выбор наугад позволяет использовать для решения 
задачи стандартную модель Лапласа 10 равновероятных исходов 
Е—1,..., 10. Исход и описывает выбор и-го в указанном порядке 
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десятка. Для того, чтобы определить событие, описывающее инте- 
ресующее нас появление нечетного количества простых чисел, вы- 
пишем все простые числа из множества {1,..., 100}, разбив их по 
десяткам, которым они принадлежат: 


НЫ: 


| 


ОТ 57 73, в. в 


ОИ 91-19 5 О 53, 99 


41, 43, 47 
| 


- Из таблицы видно, что задача сводится к вычислению вероят- 
ности Р(А) события А== $5, 8, 10}: 


Р(А) =п(А)/п(И) =3ЛО0. 
Решение 2. Таблица из решения | позволяет использовать для 


решения задачи и другую вероятностную модель. 


1.3.1. Множество исходов ОП 


Возьмем в качестве множества исходов множество И== {1, 2, 
3, 4}. Исход и описывает выбор десятка, в котором ровно и про- 
стых чисел. 


2.1.3. Алгебра событий 45 


Как обычно, возьмем в качестве алгебры событий алгебру, 
образованную классом 5# всех частей множества исходов И и объ- 
единением, пересечением и дополнением этих частей. Интересую- 
щее нас появление нечетного количества простых чисел описывает 
событие А= {1, 3}. 


3.1.3. Элементарная вероятность р 


Для оценки шансов на появление и простых чисел в выбирае- 
мом десятке естественно использовать долю (и) десятков, которым 
принадлежит ровно и простых чисел. В соответствии с этим значе- 
ния элементарной вероятности р определим равенствами 


р(=1/0, р(2)=5/10, р(3)=2/10, р(4)=2/10. 


4.1.3. Вероятность Р 


Значение Р(А) вероятности Р для каждого события А опреде- 
лим равенством 
Р(А = Хр(и. 
и=А 


В модели, образованной так определенными множеством исхо- 
дов И, алгеброй событий 54 и вероятностью Р, задача сводится к 
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вычислению вероятности Р(А) события А=={1, не 
РА) = 2, Р (и) = р (1) + р (3) = 1/10 -- 2/10 = 3/10. 


Таким образом, оба решения приводят к одному и тому же 
ответу. 


$ 2. КОНЕЧНАЯ ВЕРОЯТНОСТНАЯ МОДЕЛЬ 


Для описания опытов с конечным множеством возможных ре- 
зультатов удобна вероятностная модель, определяемая произволь- 
ным конечным множеством И и положительной нормированной 
функцией р на нем. 


1.2. Множество исходов (И 


Основой модели является множество исходов (0. 
Определение 1. Множеством исходов называется каждое не- 
пустое конечное множество (И. | 
Элементы и множества исходов Ц называются исходами. 
Пример 1. Модель Лапласа: И == {1, 
Пример 2. Модель Бернулли: О=В”. 
Пример 3. В примерах 1—3 из $ | о множества 
исходов: ИЕ Юаня 1 
Содержание. Множество. исходов _ описывает возможные 
результаты опыта. Примеры 1—3 из $ 1 поясняют это описание. 


2.2. Алгебра событий 57 


Вторым элементом модели является алгебра событий 4%. 
Определение 2. Событием называется каждая часть А множе- 
ства исходов Ц. | 
Класс 45 всех событий, их объединение |), пересечение [) 
и дополнение ’ образуют алгебру событий (5%, Ц, П,’).Сокращенно 
алгебра событий обозначается буквой 54 (так же, как и класс). 

Пример 1. Пустое множество О называется невозможным со- 
бытием. 

Пример 2. Множество исходов И называется достоверным со- 
бытием. 

Пример 3. В примерах 1—3 из $ 1 рассматривались события 

А = {6, 7, 8, 9, 10}, {а, е, и, о, у, ы, э, ю, я}, {1, 3}. 

Содержание. Алгебра событий 5 описывает явления, определя- 
ющиеся возможными результатами опыта. Примеры 1—3 из $ 1 
поясняют это описание. | 

Замечание. Предлагаемое стандартное определение алгебры 
событий достаточно для всех приложений, рассматриваемых в этой 
книге. Можно было бы определить события как некоторые части 
множества исходов Ц, класс которых с объединением, пересечени- 
ем и дополнением этих частей образует алгебру. 

Рассмотрим, например, опыт, состоящий из последовательно- 
сти двух испытаний, каждое из которых имеет два возможных ре- 
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зультата. Предположим, что нас интересуют результаты только 
второго испытания и логические связи между ними. Возможные 
результаты опыта описывает множество исходов И== {11, 10, 01, 
00}, результаты второго испытания — множества У2=={11, 01} 
и Н.== {10, 00}. Класс %=={0, У., Но, И} с объединением, пересе- 
чением и дополнением множеств его образует алгебру. В рассмат- 
риваемом случае событиями можно было бы назвать множества 
О, У., Но, И. Остальные части множества И (в частности, {11}, 
{10}, {01}, {00}) не считались бы событиями. 


3.2. Элементарная вероятность р 


Третьим элементом модели является элементарная вероят- 
ность р. 

Определение 3. Элементарной вероятностью называется каж- 

дая положительная нормированная функция р на множестве 

исходов ЦИ. 

Значение р(и) элементарной вероятности р для каждого исхо- 
да и называется элементарной вероятностью исхода и. 

Положительность элементарной вероятности р означает, что 
элементарная вероятность р(и) каждого исхода и положительна: 


р(и) >0. 


Нормированность элементарной вероятности р означает, что 
сумма элементарных вероятностей р(и) для всех исходов и равна 
единице: 

У р(и) =1. 
иЕЦ 

Пример 1. Модель Лапласа: р(и) =1/п(И). 

Пример 2. Модель Бернулли: р(и) =а*“® (1—а)”- ©. 

Пример 3. В примерах 1—3 из $ | рассматривались элементар- 
ные вероятности, определяемые приведенными там таблицами. 

Содержание. Элементарная вероятность р(и) исхода и явля- 
ется мерой реализуемости результата, описываемого исходом и. 
Примеры 1—8 из & | поясняют это. 


4.2. Вероятность Р 


Четвертым и самым важным элементом модели является ве- 
роятность Р. 
Определение 4. Вероятностью события А называется сумма 


РЯ = Ра р (и) 


элементарных вероятностей р(и) исходов и, составляющих со- 

бытие А. 

Функция Р на классе событий 5, значением которой для каж- 
дого события А является его вероятность Р(А), называется веро- 
ятностью. 
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Пример 1. Вероятность невозможного события О равна нулю: 


О Ы 
Пример 2. Вероятность достоверного события (Ц равна единице: 
РО) =. 


Пример 3. В примерах 1—3 из $ 1 рассматривались вероятно- 
сти событий 


Р(А) =9/10, 3/100, 3/10. 


Содержание. Вероятность Р(А) события А служит мерой реа- 
лизуемости явления, описываемого событием Д. 

При описании каждого опыта, возможные результаты кото- 
рого зависят от случая, возникает проблема выбора вероятности Р, 
служащей удовлетворительной мерой реализуемости явлений, 
определяемых возможными результатами опыта. Общего правила 
для выбора вероятности Р не существует. Используется, например, 
равновозможность исходов. Нередко вероятность события сценн- 
вается частотой его появления. Примеры 1—3 из $ 1 поясняют ска- 
занное. 


5.2. Конечная вероятностная модель (0, 54; р, Р) 


Конечное множество исходов Ц, алгебра событий 57, элемен- 
тарная вероятность р и вероятность Р образуют конечную вероят- 
ностную модель (0, 5$; р, Р). 

Пример 1. Модель Лапласа. 

Пример 2. Модель Бернулли. 

Пример 3. Модели примеров 1—3 из $ 1. 

Содержание. Конечная вероятностная модель описывает опыт 
с конечным множеством возможных результатов, реализация кото- 
рых зависит от случая. 


6.2. Механическая интерпретация 


Будем иногда для наглядности параллельно с вероятностным 
языком употреблять механический язык. Условимся также на- 
зывать: 

исход — точкой, 

событие — телом, 

элементарнию вероятность исхода — элементарной массой 

точки, | 

вероятность события — массой тела, 

вероятностную модель — механической системой. 


1.6.2. Пример 1 


Модель Лапласа одного подбрасывания игральной кости пред- 
ставляет также механическую систему из множества точек 1, 9, 3, 
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а 


4, 5, 6 на прямой, в каждой из которых находится элементарная 
масса, равная 1/6 (рис. 14). 


Рис. 14. 


2.6.2. Пример 2 


Модель Бернулли двух подбрасываний симметричной монеты 
представляет также механическую систему из множества точек 
(0, 0), (1,0), (0, 1), (1, 1) на плоскости, в каждой из которых на- 
ходится элементарная масса, равная 1/4 (рис. 15). 


Рис. 10. 


3.6.2. Пример 3 


Модель примера 1 из 65 1 одного выстрела по мишени пред- 
ставляет также механическую систему из множества точек 
и==0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 на прямой, в которых находятся эле- 
ментарные массы Р(и) =1/100, 1/100, 1/100, 1/100, 1/109, 5/100, 
5/100, 5/100, 10/100, 20/100, 50/100 (рис. 16). 


ох ®о 


Мое ‘оо оо оо оо оо 5100 во Я збо 200 20100 


Рис. 16. 


‚$ 3. СВОЙСТВА ВЕРОЯТНОСТИ 


Вероятность Р является положительной, Нор рОВЕННо и ад- 
дитивной функцией. 


1.3. Основные свойства 
Рассмотрим конечную вероятностную модель (Ц, 54; р, Р). 


1-е основное свойство: вероятность Р является положительной 
функцией на классе событий 5%. 
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Доказательство. Положительность вероятности Р следует из 
положительности элементарной вероятности р: 


Р(А) = Хр >0 


для каждого события А. 
2-е основное свойство: вероятность Р является нормированной 
функцией на классе событий 5%. 
Доказательство. Нормированность вероятности Р следует из 
нормированности элементарной вероятности р: 


Ри) = Ур = 


Прежде, чем сформулировать 3-е основное свойство, опреде- 
лим понятие аддитивности. 

Условимся говорить, что для функции Р на классе событий 45% 
верно правило сложения, если значение Р(А--В) функции Р для 
суммы А-В каждых непересекающихся событий А и В равно сум- 
ме Р(А)--Р(В) значений Р(А) и Р(В) функции Р для событий 
А и В: 

Правило сложения: 


Р(А-+В)=Р(А)-+-Р(В) (АВ=0). 


Определение. Функция Р на классе событий 5 называется 

аддитивной, если для нее верно правило сложения. 

Пример 1. Вероятность Р в модели Лапласа является аддитив- 
ной функцией. 

Пример 2. Вероятность Р в модели Бернулли является адди- 
тивной функцией. 

3-е основное свойство: вероятность Р является аддитивной 

функцией на классе событий 5%. 

Доказательство. Аддитивность вероятности Р следует из ассо- 
циативности сложения. Рассмотрим произвольные непересекаю- 
щиеся события А и В 

Сумма элементарных вероятностей р(и) исходов и события 
А--В равна сумме элементарных вероятностей р(и) исходов и со- 
бытия А плюс сумме элементарных вероятностей р(и) исходов 
и события В. Следовательно, 

РАВ) = Х р = Хр т Ур =Р(А + р(В) 


А и 


для каждых непересекающихся событий `А и В. 
ПР. Если А = {1, 3} и В= {2, 4}, то А-В = {1, 2, 3, 4} и 
ИНН НЫ 0-2 (3)1-+ [2 (2) + 
—-р (4) | = 
Замечание. В механической интерпретации правило сложения 
означает, что общая масса двух непересекающихся тел равна сум- 
ме масс этих тел. 
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Три основные свойства вероятности выражает объединя- 
ющая их 

Теорема. Вероятность Р является положительной, нормирован- 

ной и аддитивной функцией на классе событий 5$. 

Все общие свойства вероятности являются следствиями ее по- 
ложительности, нормированности и аддитивности. Предложения, 
выражающие эти общие свойства, — следствия доказанной теоремы. 


2.3. Следствия 
Сформулируем несколько общих свойств вероятности Р. Рас- 
смотрим произвольные события ДА и В. 
1. Правило вычитания: 


Р(В А) =Р(В)—Р(А) (А=вВ). 
Доказательство. Если АВ, то. 
В=А--(В—А), А(В—А)=0, 
откуда вследствие аддитивности вероятности 
Р(В)=Р(А)+Р(В—А), Р(В-А)=Р(В)—Р(А). 


Доказательство правила вычитания поясняет рис. 17. 
Замечание. В механической интерпрета- 
ции правило вычитания означает, что если 
от тела В отнять часть А, то масса остав- 
шейся части В—А будет равна разности 

масс тел В иА. 

Задача 1.Какова вероятность того, что 
при выстреле по мишени получается чи- 
сло очков большее трех, но не большее 
шести? 

Решение. Для решения этой задачи ис- 
пользуем модель примера 1 из $ 1. Она сво- | 
дится к вычислению вероятности события ГА 
В—А — разности событий В== {3, 4, 5, 6, 7, 

8, 9, 10} и А= {6, 7, 8, 9, 10}. По таблице примера 1 из $ | находим: 


Р(А) =90/100, Р(В)=97/100. 


Отсюда по правилу вычитания получаем: 
Р(ВЬА) =Р(В)—Р(А) =7/100. 


Этот результат получается и — непосредственном вычислении ве- 
роятности события В—А == {3, 4, 5}: 


Р(В-А)=р(3)- 0 (4) + р(5) =1/100--1/100--5/100=7/100. 


2. Правило дополнения: 
Р(А’) =1—Р(А). 
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Доказательство. Используя правило вычитания и нормирован- 
ность вероятности, получаем: 


Р(4А)=Р(И—А) =Р(И)—Р(А) =1-—Р(А). 


Задача 2. Какова вероятность того, что выбранная наугад из 

книги буква не является гласной? 

Решение. Для решения этой задачи используем модель при- 
мера 2 из $ 1. Она сводится к вычислению вероятности дополнения 
события Л == а, е, и, о, у, ы, э, ю, я}. Употребляя правило дополне- 
НИЯ И о пер 2 из $ 1. получаем: 


Р(А’ )-=1=5Р(А) —1—0,350=0,750. 
3. Правило объединения: 
Р(АЦВ) =Р(А) + Р(Б) — Р (АВ) 
Доказательство. Заметим, что 
АЦВ =А- (В — АВ), А(В- АВ) =0. 


Отсюда по правилам сложения и вычитания получаем: 
Р(АЦВ) =Р[ А+ (В— АВ =Р(А) +Р(В— АВ) = 
=Р(4) +Р(В) —Р(АВ). 


Замечание. ь механической интерпретации правило, объеди- 

— нения означает, что общая масса 
тел А и В равна сумме массы 
тела А и массы тела В без мас- 
сы пересечения АВ этих тел 
(рис. 18). 

Разобьем множество нату- 
ральных чисел {1,..., 100} на де- 
саки о. 10 Па. ЗО). 
ео лье ПОР 

Задача 3.Какова вероятность 

Рис. 18. того, что в выбранном наугад 
десятке оказывается нечетное 
или строго большее двух количество простых чисел? 

Решение. Для: решения этой задачи используем вторую модель 
примера 3 из $ 1. Она сводится к вычислению вероятности объеди- 
нения АЦВ событий А== {1, 3} и В== {3, 4}. 

По правилу объединения получаем: 


Р(АЦВ) =Р(А) +Р(В) —Р(АВ) = 3/10 + 4/10 —2/10 = 5/10. 


Из правила объединения и положительности вероятности вы- 
текает 

Следствие. Р (АЦВ) <Р (А) + Р(В). 

4. Правило неравенства: 


Р(А)<Р(В) (А=вВ). 


Доказательство. Используя условие А=В, правило вычитания 
и положительность вероятности Р, получаем: 


Р(В)—Р(А) =Р(В—А) >0. 


Замечание. В механической интерпретации правило неравенст- 
ва означает, что при увеличении тела возрастает его масса. — 

Пример. Рассмотрим события А== {6, 7, 8, 9, 10} и В== {3, 4, 5. 
6, 7, 8, 9, 10} из задачи 2. Имеем: 


А=В, Р(А)=90/100=97/100=Р(В). 


Из положительности, нормированности и правила неравенства 
для вероятности Р вытекает 

Следствие. 0<—Р (А) —1. 

Замечание. При этом 


Р(0)=0, Р(И)=1. 


Правило дополнения устанавливает эквивалентность этих 
равенств: 


Р(0)=Р(И’) =1—Р(И) =1—1=0, 
Р(И) =Р(0’) =1—Р(0) =1—0=1. 


3.3. Общее правило объединения 


При вычислении вероятностей различных событий часто быва- 
ет полезно общее выражение для вероятности объединения конеч- 
ного семейства событий. 

Рассмотрим произвольное натуральное число п>1 и семейство 
(А =: событий А, множество индексов /[ которого составлено из п 
элементов. Для каждого номера т==|,..., И рассмотрим класс 2» 
всех частей множества /, составленных из т индексов. Для каждой 
такой части К определены пересечение .П АД; событий А; с ин- 


ЕК 
дексами (=К, вероятность в @ А+) Вто пересечения и сумма 


ЕК 
ро ы П И вероятностей всех таких пересечений. 
КЕ т =К 
Пример. 
Е, 3}; г 


Я1={{1}, {2}}, == {41, 2: 


= {1 ={2} 


" П ее ( п ды 
В.П) Рим 


5, =Р(А,) -Р(А.), $2=Р(А14.). 
Используя данные обозначения, можно записать правило объ- 
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единения для произвольных событий А; и А. следующим образом: 
Р (АА ЦА.) =5.—5.. 


Нетрудно проверить, что для каждых событий А1, Ао, Аз верно 
равенство 


Р (А. ЦА, ЦА:) т 51—52 - 53. 


В самом деле, используя правило объединения для событий 
А=А, А. и В=А., получаем: 


р (ЧА, ЦА.) =Р ((4. 045) ЦА.) = Р(А, ЦА.) -Р (43) — 
—Р((А, ЦА.) А.) =Р (А. ЦА.) + Р(А.) —Р (А.А. ЦА.,А.). 


Используя правило объединения для событий А=А,, В=А. и 
А=А|Д., В=А.А., имеем: 


Р (А. ЦА, ЦА.) =Р(А!) + Р(А.) —Р(А,А,) + Р(А:) — 
—Р(А, А.) — Р(А, А.) + Р(А,А,Аз) = $, — 5, + $. 
Используя принцип индукции, легко доказать 
Общее правило объединения: 


РА. 20.44 


1<т<п кЕ®*и ЧЕК 


_ Доказательство. Рассмотрим множество М всех номеров т та- 
ких, что общее правило объединения верно для каждого семейст- 
ва (4:):=: событий А, множество индексов / которого составлено 
из п= 1-1 элементов. | 

1. Номер 0еМ, так как для каждого семейства (4;):=г мно- 
жество индексов / которого составлено из и=0--| =| элемента &, 
общее правило объединения эквивалентно равенству Р(А;) = 
—=Р(А. | 

2. Для каждого номера {/ верно предложение: если [=+М, то 
[--1=+М. Действительно, рассмотрим произвольное семейство 
(4:) 7 событий А, множество индексов Г которого составлено из 
й— (ЕО! элементов. Для каждого индекса &еЕ=Г определены 
семейства (А =г и (АА )е: событий Али А:А;, — множест- 
во индексов. /—=/— {и} которых составлено из п=[--|1 элементов. 
Используя правило объединения для событий А = ИА: и В=Д,:, 

= 
получаем: | 
© 2 Ц А =Р (04) +Р (44) —Р (Ц 44. 
т = = 


Е 


Если [=М, то 


Ри = Х (1 Х РП 4) 

АЕ 1<т<п КЕт ЧЕК 

Роль) = ХС" У, Р( ПА, 
| <т<п ЕИт : 


194 


Для каждого номера т=1, ..., й рассмотрим класс т- ‚всех 
частей К множества /, составленных из т элементов. Если индекс 
не принадлежит множеству К, то это множество является частью 
множества / и принадлежит классу Я... Если индекс й принад- 
лежит множеству А, то множество К=Кр— {№} является частью 


множества / и принадлежит классу #» с номером 1=тр— 1. В со- 
ответствии' с этим 


ы ити \ г У Р Г г ® 
ма (аки) кая (ик ее. (КАМ 
КэФи “= Ед. 


В частности, если т==1, то т = 0, Я; = ЦИИ=Ц, РФ, =О0О и 
Х_Р(П 4) РА + ХР. 
к=Фт =К | 1-1 
Если т=й, то ШТ = 1, 9-=0, Ф„={1} и 


2 Р п. 4) =Р(П, А... 
КЕФн ‘К я | 

Подставим правые части равенств (++) в правую часть ра- 
венства (*). Выделим слагаемое с номером т==1 в первой сумме 
и слагаемое с номером т==и во второй сумме. Сгруппируем каж- 


дое слагаемое с номерами т==2, ..., п первой суммы со слагае- 
мыми с номерами т=|,..., "п—1 второй суммы. Получаем: 
РА) = (Ро ХР) + ХС" Х Р(П,)+ 
=] = 2<т<п КЕт 4=К 
СО" 2, Р(П АА) + (-10"Р (4444) = 
-1<т<п-—1 КЕ т {=К 1==1 
= (Ри + АР) + Хх И" Х О ы 
(==) ФИ 2<т<п к=®Я {=К 


+ 2.20.44) Ролле) 


КЕ 


Отсюда, используя равенства (***), получаем: 


Р[п^)- У Р[(п А.) + ро РА) + 


ый КЕ, \=К 2<т<п-1 КЕ \еК 
в ы П А: = № (—1"_> ы Г. 4: 
| кеЕфр- А / 137 К 1=К 


Общее правило объединения верно для рассматриваемого семейства 
(А;) =Т› Г. ©. [--1=+ЕМ. 
По принципу индукции из пунктов | и 2 следует, что М=М№: 


общее правило объединения верно для каждого семейства событий 
(А; ‹=:; с конечным множеством индексов [. 
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Замечание. Используя сокращенные обозначения для сумм, 
можно записать общее правило объединения также следующим 
образом: | 

Р (9 А: = —5.-... + (—1)7-1$,. 

Из общего правила объединения вытекает общее правило сло- 
жения для семейства (А;);=: событий А, которые попарно не пе- 
ресекаются: А:4А;,=0 для каждых различных индексов фи | из 
множества /. 

Общее правило сложения: 


Р (2 А+) = 2 Р(А;) (АА; = 0). 


Доказательство. Если события А; семейства (А;);=: попарно не 
пересекаются, то Г] А; = 0, — П Аг) —=0 для каждой части К мно- 
ЕК = К 
жества индексов /, составленной строго больше чем из одного эле- 
мента. Поэтому 
ке Р(П А: =0 


для каждого номера т>>1. 


4.3. Примеры 


Рассмотрим несколько примеров, поясняющих использование 
общих правил сложения и объединения. 


1.4.3. Пример 1. Вероятность т успехов 


Рассмотрим модель Бернулли п испытаний с вероятностью 
успеха а(0<а=<1). Для каждого номера т=0, ..., п обозначим 
символом Д„ событие, составленное из всех исходов иИ=И|... Из, 
сумма $(и) =и!-... Ни» элементов которых равна т: 


=== {и:5 (и) =т}. 


Можно также сказать, что множество А» составлено из всех строк 
и, в которых т единиц и п—т нулей. В частности, если п==3, то 


Ао {000}, А, = {100, 010, 001}, А›= {110, 101, 011}, 
Аз= {111}. 


Событие А» описывает появление т успехов и п—т неудач 
при п испытаниях, описываемых моделью Бернулли. 

Задача. Какова вероятность того, что при п одинаковых и 

независимых испытаниях, каждое из которых с вероятностью 

а оканчивается успехом, а с вероятностью 1—а — неудачей, 

т испытаний оканчивается успехом, а п-т — неудачей? 
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Решение. В модели Бернулли п испытаний с вероятностью 
успеха а задача сводится к вычислению вероятности Р(А„) собы- 
тия А„. Заметим, что в этой модели элементарная вероятность 
каждого исхода и, принадлежащего событию А„, равна числу 
а” (1—а)”-”: 

р (и) =а* 2 (1—а)"-* = а” (1—а)"-” ($ (и) =т). 


Поэтому вычисление вероятностиР (Аш) = У р (и) события А» сво- 
А 


А, 


дится к вычислению числа исходов и, составляющих событие Аш. 
Число этих исходов равно числу выборок по т номеров мест, на 
которых находятся единицы, из И номеров всех мест в строке и. 


п 
Число таких выборок равно } Таким образом, 
т 


ВА — я а (1— а)"-", 


В частности, если п=3, то 
Р(Ао) = (1—а)з, Р(А,) =2а(1—а)?, Р(А5) =2а? (1—а), 
Р(Аз) —= 3. 


События А„ попарно не пересекаются. Используя общее пра- 
вило сложения и формулу Ньютона для бинома, получаем: 


Р (> Аи) = > Р(А») = 


О<т<<п О<т<п 


Е | ат (1—а)"-т = (а-+ (1— а))" =1 


О<т<п и 


Например, если л=3, то 
Р(А,-- А,-+А.- А:) =Р (Ао) +Р (А!) +Р (А) Р(дз) = = 
_ =а(1—а)3-2а (1—а)?-2а? (1—а) + аз= (а(а—а))3=1. 
Тот же самый результат вытекает из нормированности вероят- 
ности. Каждый исход и принадлежит одному из событий Ам: 
5. Ан=И. 


О< ти 
Следовательно, | ВВ 
Р( У Аи) = Р(И) = 
0<т<п 


2.4.3. Пример 2. Задача о совпадениях 


Классическую задачу о хотя бы одном совпадении можно 
сформулировать следующим образом. 
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Задача 1. Какова вероятность того, что при тщательном пе- 
ремешивании колоды хотя бы одна карта останется на своем 
месте? 

Решение. Обозначим число карт в колоде буквой п. Припишем 
каждой карте номер ее места в рассматриваемой колоде до тасо- 
вания. Возможные результаты перемешивания удобно описывать 
перестановками множества [={1, ..., п} номеров карт. Число 
таких перестановок равно п1!. Тщательность перемешивания 
означает, что все эти перестановки равновозможны. Таким 
образом, для описания рассматриваемого опыта можно использо- 
вать модель Лапласа для п! равновозможных исходов. В качестве 
множества исходов И удобно взять множество всех перестановок 
и номеров 1, „: 

Для каждого номера #=1,..., п обозначим символом А; со- 
бытие, образованное всеми перестановками и, оставляющими на 
месте номер 1: 


А;={и:и( =. 


Объединение 


событий Д; образовано всеми перестановками и, оставляющими 
на месте хотя бы один номер из множества / = И ь ‚Пу 
В частности, если п==3, то 


ани) 


| . ен в ре 
А=А ЦА. ЦА; = | 
я в Вы РЯ и 


Решение задачи о совпадении сводится.к вычислению вероят- 
ности Р(А) события А. 

Используем для вычисления ‘вероятности Р(А) события А 
общее правило объединения. Рассмотрим произвольную часть К 
множества /=={1,..., ел составленную из т номеров. Число эле- 
ментов ‘пересечения Г] А равно числу перестановок множества 

[К 


[—К, составленного из ит номеров. Число таких перестановок 
равно (И—1)!. Следовательно, для каждой такой части К 


т 
ПА }т и М. 
Число выборок К по т из п номеров равно |" } Поэтому 


| ь | (п— т)! _ п! (пт) 1 
Эт = № ей в ея ар 


КЕФт =К 
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Используя общее правило объединения, получаем: 


1 1 1 | 1 
Е Звено "т 


Для п=1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 вероятности Р(А) выражает следую- 
щая таблица: 


о ва 


Р(А) | | 0,50000 | 0,66667 | 0,62500 0,6333 [063196 | 0,63214 0,63912 


Замечание. Можно доказать, что для п>>8 карт в колоде ве- 
роятность Р(А) того, что при тщательном перемешивании хотя бы 
одна карта остается на своем месте, практически лостоянна и 
приближенно равна 0,63212. Точнее, 


Р(А) =1-—Ше, 


где буква е обозначает знаменитое число Эйлера — 2,7182818... 

Поучительно попытаться объяснить качественными рассужде- 
ниями полученный результат: для достаточно больших колод. ве- 
роятность Р(А) не мала и не велика и практически не зависит от 
числа карт в колоде. 

Интересно также провести серию опытов с тщательным `пере- 
мешиванием обычной колоды карт и сравнить с вероятностью Р(А) 
наблюденную частоту случаев, когда хотя бы одна карта осталась 
на своем месте. 

Решение задачи | позволяет легко решить задачу об отсутст- 
вии совпадений. 

Задача 2. Какова вероятность того, что при тщательном пере- 

мешивании колоды ни одна карта не останется на своем 

месте? 

Решение. Используем ту же модель, что и при решении задачи 
1. Она сводится к вычислению вероятности Р(А”) события А’, до- 
полнительного событию А. Событие А” состоит из всех перестано- 
вок и, не оставляющих на месте ни одного номера из множества 
1={1,..., п}. В частности, если п=3, то 


я бл») [531 


По правилу дополнения 


Р(А’) =1-Р (А) =1 ++... +1 


Для п=1, 2, 3, 4, 5, 6,7, 8 вероятности Р(А’”) можно получить, 
используя таблицу для вероятностей Р(А). Для п>8 карт в ко- 
лоде вероятность Р(А’) того, что при тщательном перемешивании 


ни одна карта не останется на своем месте, практически постоян- 
на и приближенно равна 0,36788. Точнее, 


`Р(А) =Це. 


199 


Решение задачи 2 позволяет легко решить задачу о данном 


числе совпадений. 
Задача 3. Какова вероятность того, что при тщательном пе- 
ремешивании колоды из п карт ровно т останутся на своих 


местах? 
Решение. Используем ту же модель, что и при решении задач 
1 и 2. Для каждой части К множества [={1,..., п}, составлен- 


ной из 15=п—1 номеров, обозначим символом В» событие, состав- 
ленное из всех перестановок и, оставляющих на месте каждый но- 
мер { из множества К и переставляющих на другое место каждый 
номер ] не из множества К: 


Вк== {ии (1 =1 (К, и(] Е] ]К}. 


В частности, если п=3, то 


| и '123\1 
Ву = , , 
МЫ ен 


в. [123]! 


_ Рассмотрим семейство (В) ке, таких событий Вх. По пред- 
положению 715=и— 1. В этом случае события Вхк попарно не пере- 


секаются. Сумма 


В= » Вк 
КЕ 


событий Вх состоит из всех перестановок и, оставляющих на мес- 
те ровно т номеров. Решение общей задачи о совпадении сводится 
к вычислению вероятности Р(В) события В. 

Используем для вычисления вероятности Р(В) события В 
общее правило сложения. Вычислим предварительно вероятность 
Р(Вк) события Вх для каждого множества КЕ. 

Число элементов множества Вх равно числу перестановок 
множества /—К, не оставляющих на месте ни одного номера. Ис- 
пользуя решение задачи 2, получаем: 


поэтому 


Р(Вк) = Ч" У (1 


2со 


для каждого множества КеЕЯ,. Так как всего таких множеств 


п 
} по из общего правила сложения следует, что 
т 


Р(В)= У Р(вк = ("и УЕ 


КЕт 0</<п—т 
п! (п— т)! 1 1 
— т С. =” п! — ([-1'-т т р (—-1 И, 
0</<п—т 0</<п-—т. 
В частности, для т==и имеем: 
Р(В) =—. 
п! 
Значит, оставляет на месте все номера множества /=={1,..., м} 


одна единственная тождественная перестановка. 

Замечание. Равенство для вероятности Р(В) было получено 
в предположении, что т==и— 1. Однако оно верно и при т=п— 1. 
В этом случае | 


] | ] 


Это равенство соответствует тому факту, что невозможно оставить 
п—1 номеров из И на своих местах, а один номер переставить на 
другое место: все другие места заняты своими номерами. В част- 
ности, если и=3 и перестановка и множества /=={1,2,3} остав- 
ляет на своих местах номера | и 2, то эта перестановка оставляет 


на месте и номер 3: | 
ры 53) = 123 
12. 123/` 


/ 


$ 4. УСЛОВНАЯ ВЕРОЯТНОСТЬ 


При описании опытов с конечным множеством возможных ре- 
зультатов часто приходится учитывать различные дополнительные 
условия, связанные с реализацией некоторых явлений. Поэтому 
для описывающей опыт вероятностной модели и для каждого воз- 
можного условия с помощью условной элементарной вероятности 
определяется условная вероятностная модель. 

Рассмотрим произвольную конечную вероятностную` модель 
(0, 54; р, Р). Условимся каждое событие, вероятность которого не 
равна нулю, называть возможным событием. Обозначим буквой 
В произвольное возможное событие для рассматриваемой модели: 


Р(В)>0. 
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1.4. Условная элементарная вероятность рь 


Условную вероятностную модель для конечной вероятностной 
модели ((, 51; р, Р) и возможного события В определяет услов- 
ная элементарная вероятность рьв. 

Определение 5.  Условной элементарной вероятностью при 

условии В называется функция рь на множестве исходов Ц, 

значение р»(и) которой для каждого исхода и определяется 

равенствами: | 


рв(и) =р(и)/Р(В) (и=В), рь(и) =0 (и В). 


Условная элементарная вероятность рв’ является положитель- 
ной нормированной функцией на множестве И. Положительность 
Рз следует из определения и положительности элементарной ве- 
роятности р, а нормированность рв вытекает из равенств 


„У 25 (= Хр» (в = У р(и/Р(В) = Р(ВУР(В) = 1. 


Примеры. Примеры 1—3 из $ 4 главы 1. 

Содержание. Условная элементарная вероятность рз является 
мерой реализуемости результатов описываемого моделью (И, 55; 
р, Р) опыта при дополнительном условии, что реализуется явле- 
ние, описываемое событием В. 

Для каждого результата, описываемого исходом из В, мера 
реализуемости выбрана пропорциональной элементарной вероят- 
ности этого исхода. В качестве коэффициента пропорциональности 
взято число 1/Р(В). Для каждого результата, описываемого ис- 
ходом не из В, мера реализуемости выбрана равной нулю. Выбор 
коэффициента пропорциональности обеспечивает нормированность 
условной элементарной вероятности рь. 


2.4. Условная вероятность Р‚ 


Условная элементарная вероятность рзв определяет условную 
вероятность Р» так же, как элементарная вероятность р опреде- 
ляет вероятность Р. 

Определение 6. Условной вероятностью при условии В назы- 

вается функция Р, на классе событий 5, значение Рь(А) 

которой Оля каждого события А определяется равенством 


Рв (А) = ры рв (м). 


Примеры. Примеры 1—3 из $ 4 главы 1. 

Содержание. Условная вероятность Рз служит мерой реализу- 
емости явлений,. определяемых результатами описываемого мо- 
делью (И, 57; р, Р) опыта при. дополнительном условии, что реа- 
лизуется явление, описываемое событием В. 

Для явления, описываемого событием А, эта мер& пропорцио- 
нальна мере совместной реализуемости явлений, описываемых ‹о- 
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бытиями А и В. Коэффициентом пропорциональности является 
число 1/Р(В), что обеспечивает нормированность условной веро- 
ятности Рь. 


3.4. Условная вероятностная модель (0, 57; р, Р) 


Конечная вероятностная модель (0, 5; р, Р) и возможное 
событие В для этой модели определяют конечную вероятностную 
модель (И, 55; рь, Р»). Множество исходов И и алгебра событий 
54 в этой условной модели те же, что и в исходной модели. Ус- 
ловные элементарную вероятность рз и вероятность Рь дают оп- 
ределения 5 и 6. 

Замечание. В механической интерпретации р от модели 
((, 57; р, Р) к условной модели (0, 5; р», Рь) означает пере- 
нос всей массы тела И на тело В, при котором элементарная мас-_ 
са каждой точки тела В пропорционально увеличивается. При. 
этом масса каждого тела становится пропорциональной массе 
пересечения тел А и В. 

В частности, для модели Лапласа одного подбрасывания иг- 
и кости с множеством исходов (== {1, 2, 3,4, 5, 6} и события 

В= {1, 3, 5}, описывающего появление нечетного числа очков, этот. 
переход на механическом языке означает перенос массы, который 
поясняют рис. 19 и 20. 


осоФфое © 


75 7 6 #2 75 7 | Б 0 ты И 
_ Рис. 19. Рис. 20. 


4.4. Правила умножения и деления 


Рассмотрим конечную вероятностную модель (И, 5%; р, Р).. 
Для каждых события А и возможного события В в этой модели 
верно ВрЯ 

Правило деления: 


Р»(А)=Р(АВ)/Р(В). 


В самом деле, из определений условной элементарной вероят- 
ности р», условной вероятности Рь и вероятности Р следуют ра" 
венства: 

Рв(А) = Х рв) = Х рв(и)= УВр(и)/Р(В) = (АВУР (В). 
А цЕАВ` и= 
В частности, Р,(В’) =Р(В 'ВУИР(В) =Р(ОУ!Р(В) —0, Р‚(В) = 
=Р(ВВ)/Р(В) =Р (В)/Р(В) =1. | 
Из правила деления следует 
Правило ЕО 


” Р(АВ) =Р(В)Рь(А).. 
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Замечание. В механической интерпретации правило деления 
означает, что число Рь(А) выражает долю тела А в массе тела 
В, правило умножения,— что масса пересечения АВ тел А и В 
равна произведению массы тела В на долю тела А в массе те- 
ла В. 

Правила умножения и деления часто используются при вы- 
числении вероятностей событий. 

Примеры. Рассмотрим несколько примеров вычисления услов- 
ной вероятности. 

Задача 1. Производится один выстрел по стандартной мише- 

ни. Известно, что мишень поражается. Какова вероятность 

при этом условии того, что получается число очков, строго 
большее пяти? 

Решение. Решим эту задачу в предположении, что выстрел 
описывается моделью примера 1|.из $ 1. Для того, чтобы учесть 
условие о поражении мишени, рассмотрим описывающее его собы- 
тие В = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}. Событие В возможно: 


Р(В) =1—1/100=99/100. 


Дело сводится к вычислению условной вероятности Р»(А) 
события А= {6, 7, 8, 9, 10}. Так как АВ=А, то, используя прави- 
ло деления и решение задачи в примере | из $ 1, получаем: 


Рз(А) =Р(АВ)/Р(В) =Р(А)/Р(В) = 
— (90/100) / (99/100) =90/99. 


Задача 2. Из книги, написанной на русском языке, наугад 

выбирается буква. Известно, что выбираемая буква гласная. 

Какова вероятность при этом условии того, что выбирается 

буква а? 

Решение. Решим эту задачу в предположении, что выбор буквы 
описывается моделью примера 2 из $ 1. Для того, чтобы учесть 
условие о гласности выбираемой буквы, рассмотрим описывающее 
его событие В == {а, е, и, о, у, ы, э, ю, я}. Событие В возможно: 
проделанные при решении задачи в примере2 из $ 1 вычисления 
показывают, что 


Р(В) =0,350. 


Дело сводится к вычислению условной вероятности Рз(А) собы- 
тия А={а}. Используя правило деления и таблицу примера 2 из 
$ 1, получаем: 


Рь(А) =Р(АВ)/Р (В) =р(а)!Р(В) = 
—0,062/0,350 25 0,177. 
Задача 3. Наугад выбирается один из десятков первой сотни 
натуральных чисел. Известно, что выбирается четный десяток. 


.`. Какова вероятность при этом условии того, что в выбранном 
десятке оказывается нечетное количество простых чисел? 
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Решение. Для решения задачи используем первую модель 
примера 3 из $ 1. Чтобы учесть условие о четности выбираемого 
десятка, рассмотрим описывающее это условие событие В == {2, 4, 
6, 8, 10}. Событие В возможно: 


Р(В) =5/10. 


Таблица примера 3 из $ 1 показывает; что появление десятка с 
нечетным количеством простых чисел описывает событие А=={5, 8, 
10}. Дело сводится к вычислению условной вероятности Р»(А) со- 
бытия А. Заметим, что АВ= {8, 10} и Р(АВ) =2/10. Используя 
правило деления, получаем: 


_Рь(А)=Р(АВ)/Р(В) = (2/10) [ (5/10) =2/5. 


Применение правила умножения поясняют примеры 1—3 из 
$ 4 главы 1. 


5.4. Формула полной вероятности 


Рассмотрим произвольную конечную вероятностную модель 
(Ц, 59; р, Р). Каждое семейство (В;):=г попарно не пересекающих- 
ся возможных событий В; сумма которых равна (Ц, условимся 
называть возможным разбиением множества исходов ИП. Для каж- 
дого возможного разбиения (В;):=: множества исходов И и каж- 
дого события А верна | 

Формула полной вероятности: 


Р (А) = У Р(В) Рь, (А). 


Доказательство. По условию, события В; попарно не пересе- 
каются и их сумма равна (0: Следовательно, события АВ; попар- 
но не пересекаются и их сумма равна Д: 

Е 


ИУ ` 


| 


По общему правилу сложения отсюда следует, что 


у Р(А)= ХР(АВ). 


По предположению, 
Р(В.) >0; 
по правилу умножения, 
(о Р(АВ) = Р(ВдРь, (А) 
для каждого индекса {=/. Из равенств (+) и (**) вытекает фор- 
мула. полной вероятности. 


Замечание. В механической интерпретации формула полной 
вероятности означает, что полная масса Р(А) тела А равна сум- 
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ме масс Р(АВ;) его частей АВ‚, каждая из которых равна произ- 
ведению массы Р(В,) тела В; на долю Рв,(А) тела А в массе 


тела В. 
Стандартные задачи, решаемые с помощью формулы полной 
вероятности, можно схематически описать следующим образом. 
Задача о полной вероятности. Известны: 
Т) вероятности Р(В;) =В: нескольких исключающих друг дру- 
га условий В‚, одно из которых с достоверностью выполняется; 
2) условные вероятности Рв,(А) =“, события А при усло- 


вии, что выполняется В.. 

Какова вероятность Р(А) события А? 

Решение. Термины «событие» и «вероятность» в формулировке 
задачи используются в содержательном смысле. Построим ее 
ностную модель для этой задачи. 

Рассмотрим конечное множество / индексов #2. Для каждого 
индекса { рассмотрим множество 


В-={0. Ь.}, 


составленное из двух элементов а:=йЙ и 6, =. Множества В по- 
парно не пересекаются: 


для каждых различных индексов Ги |. В качестве множества ис- 
ходов И для нашей модели возьмем сумму множеств В: 


бе, 


1 
Обозначим буквой А событие, составленное из исходов а 
А= {а;4=!}. 


Рассмотрим функцию р на множестве исходов И, значения 
р(и) для каждого исхода и которой определяются равенствами: 


р(а;) =Вю, р (5:) ==8,(1— о) 


для каждого индекса Г. Функция р положительна и нормирована.. 
В самом деле, 1-е условие задачи предполагает, что В, >0, УЖ В; =1 
11 


2-е, — что 0<а;=<1 для каждого индекса #. Поэтому 
р (а;) =В:0 20, р(6:) = В: (1—0) =0 


для каждого &, т. е. р(и) =0 для каждого исхода и. Кроме того, 


> р (и) = р (а) + > р (6; = > (р (а) + р(6))) = х В: = 


Таким образом, рассматриваемая функция р на множестве исхо- 
дов И является элементарной вероятностью. Возьмем эту функ- 
цию в качестве элементарной вероятности для нашей модели. 
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Вероятностная модель (0, 54; р, Р), определяемая выбранными 
множеством исходов Ц и элементарной вероятностью р, удовлет- 
воряет условиям задачи: 


1) Р(В;) =р(а.) р (6) == В:о-Н В; (1—0) ==Вь, 
2) Рв,; (А) = Р (АВ/Р (В;) = р (а)!Р (В;) = Ва В; = @, 


для каждого индекса [. 
Решение задачи о полной вероятности сводится к применению 
формулы полной вероятности для построенной модели: 


Р(А) =Х Р(В)Рь,(А) = У, Ва 


Примеры. Использование формулы полной вероятности пояс- 
няют примеры 1—3 из $ 4 главы 1. Рассмотрим еще несколько 
примеров. 

Задача 1. Команда составлена из двух отличных, трех хоро- 

ших и пяти средних стрелков. Каждый отличный стрелок по- 

падает в мишень с вероятностью 0,99, хороший — 0,90 и сред- 
ний — 0,75. Какова вероятность того, что наугад выбранный 
из комады стрелок попадает в мишень? 

Решение. Используем схему задачи о полной вероятности. 

Рассмотрим множество номеров [= {1, 2, 3} и множество ис- 
ходов И=={11, 10, 21, 20, 31, 30}. Исход 11 (21, 31) описывает ре- 
зультат «выбирается отличный (хороший, средний) стрелок, и он 
попадает в мишень», исход 10 (20, 30) — результат «выбирается 
отличный (хороший, средний) стрелок, и он не попадает в мишень». 

События 


В ={11, 10}, Вь= {21, 20}, В. — (31 30} 


описывают выбор соответственно отличного, хорошего и среднего 
стрелка. Они попарно не пересекаются и в сумме равны 0. 
Событие 


А={11, 21, 3} 
описывает попадание в мишень выбранного стрелка. 
Так как стрелок выбирается наугад из команды указанного в 
формулировке задачи состава, то условиям В1, В, Вз можно при- 
писать вероятности Р(В!) = =0,2; Р(В>) =В2=0,3; Р(Вз) = 


Условные вероятности события А при каждом из условий 
В1, Во, В. указаны в формулировке задачи: 


Рв, (А) = а, == 0,99; Рь, (А) = а, = 0,90; Рв, (А) = вы ==. 015 


Рассмотрим элементарную вероятность р со значениями: 
р(11) =80.=0,2.0,99; р (10) =81 (1—1) =0,2.0,01; 

р (21) =В0»=0,3.0,90; р(20) =82 (1—2) =0,3.0,10; 
р(31) =Взаз==0,5.0,75; р (30) =Вз (1— сз) =0,5.0,25. 
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Задача сводится к вычислению вероятности Р(А) события 
А= {11, 21, 31} в модели, определяемой описанными множеством 
исходов И и элементарной вероятностью р на нем. По формуле 
полной вероятности получаем: 


Р (А) =Р (В!) Рь, (А) - Р(В,) Рв, (А) + Р (В.) Рв, (А) = 
—= Ва, + Ва. - Вза. = 0,2.0,99 + 0,3.0,90 + 0,5.0,75 == 0,82. 


Замечание. Коротко решение задачи 1 можно изложить следую- 
щим образом. Задача | сводится к задаче о полной вероятности с 
вероятностями условий В. =0,2; В.=0,3; Вз=0,5 и условными ве- 
роятностями &!=0,99; и›==0,90; из=0,75. По формуле полной ве- 
роятности искомая вероятность равна 


У Ва, == 0,82. 


1<1<3 


Задача 2. Имеются две книги: русская и английская. Из них 

наугад выбирается одна книга и из нее также наугад — одна 

буква. Какова вероятность того, что выбранной окажется 

буква «‹е»? 

Решение. Используем схему задачи о полной вероятности. 

Рассмотрим множество номеров /= {1, 2} и множество исхо- 
дов И== {11, 10; 21, 20}. Исход 11 описывает выбор русской книги 
и буквы «е» из нее, исход 10 — русской книги и не буквы «е», 
исход 2] — выбор английской книги и буквы «е» из нее, исход 20 — 
английской книги и не буквы «е». 

События В!=={11, 10}, В›=421, 20} описывают выбор соот- 
ветственно русской и английской книги, событие А=={11, 21} — 
выбор буквы «е». 

Так как книга выбирается наугад из двух имеющихся, то ус- 
ловиям В\, В. можно приписать вероятности 


Р{В\) о Р(В5) —В2==0,5. 
В качестве условных вероятностей события А при каждом из 


условий Ви, В возьмем частоту, с котсрой встречается буква «е» 
соответственно в русском и английском тексте: 


Рв, (А) =а, = 0,072; Рь, (А) = а. = 0,131. 


Рассмотрим элементарную вероятность р со значениями: 

р (11) =В а =0,5.0,072; р (10) =вВ, (1—1) =0,5.0,928; 

р (21) =В202=0,5.0,131; р(20) =В2 (1—2) =0,5.0,869. 
Задача сводится к вычислению вероятности Р(А) события 
А= {11, 21} в модели, определяемой описанными множеством ис- 


ходов 0 и элементарной вероятностью р на нем. По формуле пол- 
ной вероятности получаем: 


Р(А) =Р(В,) Рв, (А) + Р(В.) Рв, (А) = Ва: - Вьо, = 
= 0,5.0,072 + 0,5.0,131 + 0,5-0,203 = 0,101. 
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Замечание. Коротко решение задачи 2 можно ‘изложить следу- 
ющим образом. Задача 2 сводится к задаче о полной вероятности 
с вероятностями условий В! =0,5; В2=0,5 и условными вероятно- 
стями @&1==0,072; а.=0,131. По формуле полной вероятности иско- 
мая вероятность равна | | 


У Ва, == 0,101. 
1<1<2 


Задача 3. Множество натуральных чисел {1,..., 100} раз- 
бито на десятки {1, ..., 10}, ..., 491, ... 100}. Из них 
наугад выбирается один десяток и из него — одно число. Ка- 
кова вероятность того, что выбранное число оказывается. 
простым? 
Решение. Используем схему задачи о полной вероятности и 
пример 3 из $ 1. 

Рассмотрим множество номеров /= {1, 2, 3,4} и множество. 
исходов И = {11, 10; 21, 20; 31, 30; 41, 40}. Исходы 11, 21, 31, 41 
описывают выбор десятка соответственно с 1, 2, 3, 4 простыми чис- 
лами и выбор из этого десятка простого числа. Исходы 10, 20, 30, 
40 — выбор десятка соответственно с 1, 2, 3, 4 простыми числами и 
выбор из этого десятка не простого числа. 

События 

В: = {11, 10}, В.== {21, 20}, Вз= {31, 30}, В4== {41, 40} 

описывают выбор десятка соответственно с 1, 2, 3, 4 простыми чис- 
лами, событие А == {11, 21, 31, 41} — выбор простого числа. 

Так как десяток выбирается наугад, то таблица примера 3 из 
$ | показывает, что условиям В1, Во, Вз, В4 можно приписать ве- 
роятности В: =0,1; В2=0,5; Вз=0,2; В«=0,2. 

Условные вероятности события А при каждом из условий 
В, Во, Вз, В. равны вероятностям выбрать наугад простое` число, 
из десятка чисел, среди которых соответственно 1, 2, 3, 4 простых: 


ои==0,1; и2==0,2; аз==0,3; а ==0,4. 

Рассмотрим элементарную вероятность р со значениями: . 

р(11) =В а! =0,1.0,1; р(10) =В:{1— 01) =0,1.0,9; 

р (21) =Вьо2=0,5.0,2; р(20) =В2{1—а2) =0,5-0,8; 

р (31) =Взаз==0,2.0,3; р (30) =Вз (1—3) =0,2.0,7; 

р (41) = Во =0,2.0,4; р(40)=В4 (1—9) =0,2.0,6. 
| Задача сводится к вычислению вероятности Р(А) события 
А= {11, 21, 31, 41} в модели, определяемой описанными множест- 


вом исходов И, и элементарной вероятностью р на нем. По фор- 
муле полной вероятности получаем: 


Р (А) =Р(В!) Рв, (А) + Р (В) Рв, (А) + Р (Вз) Рв, (А) + 
+ Р (Ва) Рв, (А) = Ва, + Ва» + Взоз + Васа = 
= 0,1.0,1 + 0,5.0,2 + 0,2.0,3 + 0,2.0,4 = 0,25. 
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Замечание. Коротко решение задачи 3 можно изложить следу- 
ющим образом. Задача 3 сводится к задаче о полной вероятности 
с вероятностями условий В: =0,1; В›=0,5; Вз==0,2; В4==0,2 и услов- 
ными вероятностями 01=0,1; и2=0,2; аз=0,3; а«==0,4. По фор- 
муле полной вероятности искомая вероятность равна 


2» Все; == 0,25. 
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В связи с задачей 3 естественно возникает 

Задача 3’. Из множества. натуральных чисел {1 ..., 100} 

наугад выбирается одно число. Какова вероятность Того, что 

выбираемое число оказывается простым? 

Решение. Для решения этой задачи используем стандартную 
модель Лапласа п=100 равновероятностных исходов. Задача сво- 
дится к вычислению вероятности события 


А= {2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, З1, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 
71, 73, 79, 83, 89, 97}, | 
составленного из всех простых чисел, меньших 100. Так как таких 
чисел 25, то 
Р(А) =0,25. 
Как и следовало ожидать, вероятность того, что в наугад 
выбранном из первой сотни десятке наугад выбранное число ока- 


зывается простым, равна вероятности того, что наугад выбранное 
’ Из этой сотни число оказывается простым. 


6.4. Формула Байеса 


Рассмотрим произвольную конечную вероятностную модель 
((, 54; р, Р). Для каждого возможного разбиения (В;):=г множе- 
ство исходов О и каждого возможного оОытия А верна 

Формула Байеса: 


Ра(В‚) = Р(В,) Рв, (А) | х Р(В)Рв, (А). 


Доказательство. По предположению, событие А возможно. 
Следовательно, по правилу деления, 


№ Рд(В:) =Р(АВ;)[Р(А) 


ДлЯ каждого индекса {=/. Так как событие В, возможно, то, по 
правилу умножения, | 


(**) Р(АВ)) = Р (В) Рь, (А) 


для каждого индекса (=. Наконец, для семейства событий 
(В;),; =: и события А верна формула полной вероятности: 


р . Р(А) = РВ) РвКА). 
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Из равенств (*), (**) и (***) следует, что для каждого индекса 
=! верна формула Байеса. | 
Замечание. Формула Байеса может быть записана также сле- 
дующим образом: 


Ра (В;) = Р(В;) Рв, (А)!Р (А), Р (А) = - Р(В)Рв, (А). 


Стандартные задачи, решаемые с помощью формулы Байеса, 
можно схематически описать следующим образом. | 

Задача о вероятностях гипотез. Известны: 

1) вероятности Р(В;:) =В нескольких исключающих друг дру- 

га предположений В., одно из которых верно; 

2) условные вероятности Рв, (А) = а; события А при условии, 


что верно предположение В.. 
. Какова условная вероятность Рд(В;) того, что верно предпо- 

ложение В; при условии, что реализуется событие А? 

Решение. Сравнивая условия задачи о вероятностях гипотез 
и задачи о полной вероятности, видим, что для задачи о вероят- 
ностях гипотез можно использовать ту же модель, что и для за- 
дачи о полной вероятности. Решение задачи о вероятностях гипо- 
тез сводится к применению формулы Байеса для этой модели: 


Рд(В;) = Р(В,) Рв, (А)/Р (А) = Вю“, 
РА -Х Р(В)РЬ (А) = Ха 


для каждого индекса {=/. 

Примеры. Рассмотрим несколько примеров, поясняющих ис- 
пользование формулы Байеса. 

Задача 1. Команда составлена из двух отличных, трех хо- 

роших и пяти средних стрелков. Каждый отличный стрелок 

попадает в мишень с вероятностью 0,99, хороший — 0,90 и 

средний — 0,75. Наугад выбранный из команды стрелок по- 

падает в мишень. Какова вероятность того, что это: 1) отлич- 
ный; 2) хороший, 3) средний стрелок? 

Решение. Из сказанного при решении задачи | пункта 5 ясно, 
что данная задача сводится к задаче о вероятностях гипотез с ве- 
роятностями В, =0,2; В. =0,3; Вз=0,5 гипотез (выбирается отлич- 
ный, хороший, средний стрелок) и условными вероятностями 
о1==0,99; и›==0,90; аз==0,75 события по этим гипотезам (попада- 
ет отличный, хороший, средний стрелок). Используя полученный 
при решении задачи | пункта 5 результат и формулу Байеса, на- 
ходим, что искомые вероятности соответственно равны: 


ОР (В,) = Ри мВ = == 0,22. 


бе 0,5.0,75 
3) Ра (Вз) = ""Ё 08 = 0,45 
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‚Замечание. Наиболее вероятно, что наугад выбранный и попав- 
ший в мишень стрелок оказывается средним стрелком. Это объяс- 
няется тем, что средние стрелки составляют большинство в коман- 
де, а разница в квалификации недостаточно велика для того, что- 
бы компенсировать разницу в числе стрелков. 

В то же время вероятность того, что наугад выбранный из 
команды и попавший в мишень стрелок оказывается средним 
стрелком, меньше 0,5. Поэтому более надежно предположить, что 
наугад выбранный из команды и попавший в мишень стрелок явля- 
ется средним либо хорошим стрелком: 


Рд(Вз-+ В») =Р(Вз) НРА (В?) =0,18. 


Упражнение. Решить задачу | для команды из трех отличных, 
трех хороших и четырех средних стрелков. 

Задача 2. Имеются две книги: русская и английская. Из них 

наугад выбирается одна книга. Наугад выбранная из нее бук- 

ва оказывается буквой ‹е». Какова вероятность того, что 

эта книга: 1) русская, 2) английская? 

Решение. Из сказанного при решении задачи 2 пункта 5 ясно, 
что данная задача сводится к задаче о вероятностях гипотез с 
81 =0,5 и В2=0,5 (выбирается русская, английская книга) 
о =0,072, а›==0,131 (выбранная из русской, английской книги 
буква оказывается буквой «е»). Используя вычисления, проделан- 
ные при решении задачи 2 пункта 5, и формулу Байеса, находим, 
что искомые вероятности соответственно равны: 


О | —_ 
Ра (В) = рифкях = 98 0,35; 
131 
2) Рл(В,) = ро = 0,65. 


Замечание. Более вероятно, что выбранная книга оказывается 
английской. Это объясняется тем, что в английском тексте буква 
‹е» встречается чаще, чем в русском. 

Упражнение. Решить задачу 2 для двух русских и одной анг- 
лийской КНИГ. . 

Задача 3. Множество натуральных чисел {1,..., 100} разби- 

то на’ десятки {1,..., 10},..., 191,. ‚ 100}. Из них наугад 

выбирается один ‘десяток. Наугад Ыб пЕное из него число 
оказывается простым. Какова вероятность того, что в этом 
десятке ровно 1, 2, 3, 4 простых числа? 

Решение. Из сказанного при решении задачи 3 пункта 5 ясно, 
что данная задача сводится к задаче о вероятностях гипотез с 
В. =0,1; В2=0,5; Вз=0,2; В.=0,2 (выбирается десяток с 1,2, 3, 4 
простыми. числами) и @1=0,1, и2=0,2, из=0,3, и.—==0,4 (выбран- 
ное из десятка с 1, 2, 3, 4 простыми числами число оказывается 
простым). Используя полученный при решении задачи 3 пункта 5 


212 _ 


результат и формулу Байеса, находим, что искомые вероятности 
соответственно равны: 


РА (В = = 0,04; 
2) Ра(В,) = аб — 0,40, 
3) РА(Вз) = и 0,24; 
4 РАВ = ый = 0,32. 


Замечание. Наиболее вероятно, что в выбранном десятке 
2 простых числа. Это объясняется тем, что таких десятков больше, 
чем других. Несколько менее вероятно, что в выбранном десятке 
4 простых числа. Хотя таких десятков только два, но в каждом из 
них наибольшее количество простых чисел. 

Более надежно предположить, что в десятке 2 либо 4 простых 


числа: 
Р(В2--В4) =Р(В») -Р.(В4) =0,72. 


Наименее вероятно, что в выбранном десятке | простое число. 
Такой десяток всего один, и в нем наименьшее количество простых 


чисел. | 
Упражнение. Решить задачу 3 для множества натуральных 


чисел {101,..., 200}. 


$ 5. НЕЗАВИСИМОСТЬ И ЗАВИСИМОСТЬ 


При исследовании явлений, определяемых возможными ре- 
зультатами опыта, часто бывает важно установить и измерить за- 
висимость между некоторыми из этих явлений. Поэтому для рас- 
сматриваемой вероятностной модели определяется зависимость 
между событиями, вводятся меры для нее. 


1.5. Определение. Независимость и зависимость 


Рассмотрим конечную вероятностную модель (И, 57; р, Р) 
и произвольные события А, В для нее. 
Определение 7. События А и В называются независимыми, 


если верно равенство 
Р(АВ) =Р(А)Р(В). 

Если это равенство не верно: 
Р(АВ)==Р(А)Р(В), _ 

то события А и В называются зависимыми. 


Понятия зависимости и независимости поясняют примеры 
пунктов 1,2 и 3$ 5 главы 1. 
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Замечание. Если одно из событий А и В невозможно, то эти 
события независимы. Например, если Р(В)==0, то по правилу 
неравенства Р(АВ) =0 и, следовательно, Р(АВ)=Р(А)Р(В) =0. 
Условимся каждое событие, вероятность которого равна 1, назы- 
вать достоверным. Если одно из событий А и В достоверно, то 
эти события независимы. Например, если Р(В) =1, то Р(В’) =0, 
Р(АВ’) =0 и, следовательно, 


Р(АВ) =Р(АВ)-+Р(АВ’) =Р(А) =Р(А)Р(В). 


События А и В=А независимы, если и только если событие 
А невозможно или достоверно: равенства Р(АА)=Р(А) == 
—=Р(А)Р(А) верны, если и только если Р(А) =0 или Р(А) =1. 

Зависимость возможных событий можно описать с помощью 
условной вероятности. 

Предложение. Если событие В возможно, то события А и В 

независимы тогда и только тогда, когда верно равенство 


Рь(А) —=Р(А). 


Доказательство. Если событие В возможно и события Аи В 
независимы, то, используя правило деления, получаем: 


Рь(А) =Р(АВ)[Р(В) =Р(А)Р(В)/Р(В) =Р(А). 


Обратно, если верно условие высказанного предложения, то, 
используя правило умножения, имеем: — | 


ИИ 


Предложение доказано. 
Следовательно, если событие В возможно, то события А и В 
зависимы тогда и только тогда, когда 


Рь(А) ==Р(А). 


Пример 1. В задаче | пункта 4 $ 4 события А и В, описываю-_ 
щие соответственно получение числа очков строго большего пяти 
и попадание в мишень, зависимы: БУ 


Рь (А) =90/99==90/100=Р (А). 
Пример 2. В задаче 2 пункта 4 8 4 события А и В, описываю- 


щие соответственно выбор буквы «а» и выбор гласной буквы, за-. 
висимы: | 


Рз(А) =0,062/0,350==0,62=Р(А). 
Пример 3. В задаче 3 пункта 4 $ 4 события А и В, описываю- 


щие соответственно выбор десятка с.нечетным количеством прос- 
тых чисел и выбор четного десятка, зависимы: 


Рь(А) =2/5=*=3/10=— т 


Независимые события А и В О ИН В примерах ] 
и2 $ 4 главы 2. 
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Сравнивая условные вероятности Р в;(А) и вероятность 
Р(А) в задачах 1—3 пункта 5 из $ 4, посвященного формуле пол- 
ной вероятности, убеждаемся в зависимости событий В; и А для 
каждого индекса {. 


2.5. Коэффициенты регрессии 


Предлагаемый в качестве меры зависимости коэффициент 
регрессии учитывает различный характер зависимости одного со- 
бытия от другого. 

Рассмотрим конечную вероятностную модель (0, 5%; р, Р), 
возможное событие В, дополнительное событие В’ для которого 
тоже возможно, и произвольное событие А для этой модели: 


Р(В), Р(В’) =1-Р(В) >0. 


Определение 8. Коэффициентом регрессии события А относи- 
тельно события В называется число 
_ Р(АВ)—Р(А)Р(В) 
К (4,8) = РВа-Р)) 


Понятие коэффициента регрессии поясняют примеры 1—3 пунк- 
тов 1 и 3$ 5 главы 1. | 

Замечание. Коэффициент регрессии Ю(А, В) несимметричен. 
Он измеряет зависимость события А от события В и может быть 
не р коэффициенту регрессии | 

В(В, А = Р (АВ) —Р(А)Р (В) | 
Р(А) (1 —Р\(А)) 
измеряющему зависимость события В от возможного события А, 
дополнительное событие А’ для которого тоже возможно. 

Пример. В задаче 2 пункта 4 $ 4 событие А описывает появле- 
ние буквы «а» при выборе наугад буквы из русской книги, а со- 
бытие В — гласной. Используя проведенные при решении этой за- 
дачи вычисления, получаем: 


0,062 — 0,062.0,350 _ 0,062 =0,2. 


р К (А, В) 0,350 (1 — 0,350) 0, 0,350 
0,062 — 0,062.0,350 __ 0,650 _ 
К (В, А) = — и — 0:06) = 0,988 = 0’ 


Рассмотрим некоторые свойства коэффициента регрессии 
Ю(А, В) события А относительно события В. 

1-е свойство: события А и В независимы, если и только если 

Ю(А, В) =0. 

Для того, чтобы убедиться в этом, достаточно сравнить опре- 
деления независимости и коэффициента регрессии, заметив, что 


равенства 
Р(АВ) =Р(А УР (В) и Р(АВ)—Р(А)Р(В) =0 


эквивалентны. р 
2-е свойство: К (А, В) = Рв (А\/— Рв+ (А). 
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Как и в пункте 3 $ 5 главы 1, используя правила деления и 
вычитания, получаем: 


А А) —Р 
(*) Рв(А) — Рь (А) = рае = В(А, В). 


3-е свойство: |А (А, В) | <1. 
Так как 
(**) 0<Рь(А)<1, 0О«РЬ, (А) <1 


то, вычитая вторые неравенства ИЗ первых, получаем: 
—1<Рь(А) — Рь, (А) < 1 


Отсюда и из равенств (*) следует доказываемое неравенство. 
4-е свойство: Ю (АВ) =|, если и только если 


Р(А) =Р(В)=Р(АВ). 
Из равенств (*) и неравенств (*+*) следует, что равенство 
К(А, В) =! 
эквивалентно равенствам 


Рв(А)=1, Рв (А) =0. 


Из правила умножения вытекает, что эти равенства эквивалентны 
соответственно равенствам 


Р(АВ)=Р(В), Р(АВ’) =0. 


Из правила сложения следует, что второе из этих равенств эк- 
вивалентно равенству 


Р(А) =Р(АВ) (Р(А) =Р(АВ)-+Р(АВ”). 
Поэтому равенства Рв(А)= 1, Рв-(А) = 0 эквивалентны равенствам 
Р(А) =Р(В) =Р(АВ). 
Замечание. Используя равенства Р»,(А)=1 и Рь’ (4) =0, 
можно сформулировать 4-е свойство коэффициента регрессии сле- 


дующим образом: Ю (А, В) =1, если и только если событие А дос- 
товерно при условии В и невозможно при условии В*. 

5-е свойство: А (А, В’) =—Ю(А, В). 

В самом деле, используя правила вычитания и дополнения, 
получаем: 


ЛЬ) = РН В о (РВ ) Р(В) р 
= — Ю(А, В). 
Примеры. А (В, В) =1, Ю(В, В’) =— 
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3.5. Коэффициент корреляции 


Коэффициент корреляции является симметричной мерой за- 
висимости событий. 

Рассмотрим конечную вероятностную модель (0, 54; р, Р) ин 
возможные события Аи В, дополнительные события А’ и В’ для 
которых тоже возможны: 


Р(А), Р(А’) =1—Р(А), Р(В), Р(В’) =1-—Р(В) >0. 


Определение 9. Коэффициентом корреляции событий А и В 
называется число я 
Р(АВ) —Р(А)Р(В) 
К А, В Ъ— ———— и. 
ре. УР(А) (1—Р(А)) Р(В) (1 —Р(В)) 
Понятие коэффициента корреляции. поясняют примеры 1—3. 
пунктов [ и 4 $5 главы 1. 
Симметричность коэффициента. ри следует из его оп- 
ределения: 


К(А, В) =К (В, А). 


Рассмотрим некоторые свойства коэффициента корреляции 
К(А, В). событий А и В. 

1-е свойство: события А и В независимы, если и только если 

К(А, В) =0. 

Для того, чтобы убедиться в этом, достаточно сравнить опре- 
деления независимости и коэффициента корреляции, заметив, что 
равенства 


Р(АВ) =Р(А)Р(В) и Р(АВ)—Р(А)Р(В) = 


эквивалентны. 
Условимся называть средним геометрическим чисел аи Ь 


число -Н]/аб, если аи 6 положительны, и число —7Таб, еслиаиф 
отрицательны. 
2-е свойство: коэффициент корреляции К(А, В) событий А 
и В равен среднему геометрическому их коэффициентов рег- 
рессии Ю(А, В) и К(В, А). 
Сравнивая определения коэффициента корреляции К(А, В) 
и коэффициентов регрессии А (А, В), Ю(В, А), убеждаемся в том, 
что верно равенство . 


К(А, В) = --ТЮ(А, В)К(В, А), 


в котором знак выбирается равным общему знаку коэффициентов 
регрессии. 

Пример. В задаче 2 пункта 4 $ 4 событие А описывает появле- 
ние буквы «а» при выборе наугад буквы из русской книги, а со- 
бытие В — некоторой гласной буквы. Используя проведенные в 
пункте 2 вычисления, получаем: 


К(А, В) == 7(62/350) (650/938) == 0,4. 


РА 


3-е свойство: |К(А, В) | <1. 
4-е свойство: К (А, В) =1, если и только если 


Р(А)=Р(В)=Р(АВ). 


5-е свойство: К (А, В”) =—К(А, В). 

Все эти свойства следуют из 2-го свойства коэффициента кор- 
реляции и соответствующих свойств о регрессии. 

Примеры. К(А, А) =1, К(А, А’) = 

Замечание. Примеры с вычислением о регрессии 
и коэффициентов корреляции для появления буквы «а» (событие 
А) и появления некоторой гласной буквы (событие В) в русском 
тексте показывают, что при истолковании значений. этих коэффи- 
циентов нужно соблюдать осторожность. Реализация события А 
автоматически означает реализацию события В. В то же время 


Ю(В, А) —=0,7 и К(А, В) 220,4. 


4.5. Коэф ициент связи 


| Коэффициент связи, как и коэффициент корреляции, является 
симметричной мерой зависимости событий. 

Рассмотрим конечную вероятностную модель (Ц, 57; р, Р) 
и события А и В такие, что 


Р(АВ)Р(А’В”) +Р(АВ’)Р(А’В) >0. 


Определение 10. Коэффициентом связи событий А и В назы- 


вается число 
Р (АВ) —Р(А)Р(В) 


(А, В) = Рив Р(АВ РАВ) БСВ 
Симметричность ‘коэффициента связи следует из определения: 


© (Л, В) =СЧ(В, А). 


Рассмотрим некоторые свойства коэффициента связи © (А, В) 
событий А и В. 
1-е свойство: события Аи В независимы, если и только 


если @ (А, В) =0. 
Это свойство проверяется так же, как аналогичные свойства 
коэффициентов корреляции и регрессии. | 
ь | _ Р (АВ) Р(А’В’) — Р(АВ’)Р (А'В) 
2-е свойство: О (А, В) = Р(АВР(А’В” ГР(АВ)Р(А’В). 
Действительно, используя правила вычитания и дополнения, 
получаем: 
Р(АВ)Р(А’В’) =Р(АВ)Р(В”—АВ’) = 
—=Р(АВ)Р(В’) —Р(АВ)Р(АВ’) = 
—=Р(АВ)—Р(АВ)Р(В)—Р(АВ)Р(АВ’), 
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Р(АВ’)Р(А’В) =Р(АВ’)Р(В—АВ) = 
—Р(АВ’)Р(В)—Р(АВ”Р(АВ) = 
—=Р(А)Р(В)—Р(АВ)Р(В)—Р(АВ)Р(АВ», 
откуда | 
Р(АВ)Р(А’В’)—Р(АВ’)Р(А’В) =Р(АВ)—Р(А)Р(В). 


3-е свойство: |О (АД, В) | < 1. 
Следует из 2-го свойства: 


|Р(АВ)Р(А’В’) —Р(АВР(А*В) |< 
<Р(АВ)Р(А’В’) +Р(АВ’)Р(А’В). 


4-е свойство: (© (А, В) =1, если и только если Р(А) =Р(АВ) 
или Р(В) =Р(АВ). Ел 
Из 2-го свойства следует, что равенство 


© (А, В) =1 


эквивалентно равенству 
Р(АВ’)Р(А’В) =0. 


Это равенство верно, если и только если верно хотя бы одно 
из равенств 
Р(АВ’) =0, Р(А’В) =0. 


Из правила разности вытекает, что эти равенства эквивалент- 
ны соответственно Е | 


Р(А)—Р(АВ)=0, Р(В)—Р(АВ) =0, 


т.е. равенствам 
Р(А) = Р(АВ), Р(В) и) 


Примеры. Если А=В или В < А, то О(А, В) =1. 

5-е свойство: © (А, В’) =— О (А, В). 

Следует из 2-го свойства. 

Пример. В задаче 2 пункта 4 $ 4 оби Б описывает появле- 
ние буквы «а» при выборе наугад буквы из русской книги, а со- 
бытие В — некоторой гласной буквы. Так как Аз, то, по 
4-у свойству, | 


Коэффициент связи по абсолютной величине всегда больше 
коэффициентов регрессии и корреляции. 

Лемма. | А (А, В) | <|О(А, В) |. | 

Доказательство. Предполагается, что события А и В удовлет- 
воряют условиям, при которых определялись коэффициент корре- 
ляции и коэффициент связи. Разделив числитель и знаменатель 
С (А, В) на Р(В)Р(В”) и использовав правило деления для ве-_ 
роятности, получаем: 


В: (А, В) 
@ (А, В) И Рь(А)Рв, (А’) + Рв (А’) Рв. (А) у 
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По правилам дополнения’ и сложения 
Рв’ (А’) =1—Рь (А), Рв, (А) =1— Рв, (А’), 
Рв(А) - Рв(А’) =1. 
Следовательно, 
О<Рв(А) Рв‚ (А’) + Рв(А’) Рв, (А) = Рв(А) —Рв(А) Рв’ (А) + 
--Рв(А’)— Рв(А’) Рь, (А’) =1 — (Рь(А) Рв, (А) + Рь(А’) Рв—(А’)) <. 
Поэтому | 


И АНя НИИ 
(А, В) — РЕ РР, 


причем знаменатель в правой части положителен и меньше еди- 
ницы. Отсюда вытекает доказываемое неравенство. 

Предложение. |К(А, В) | <|О (А, В) |. 

Доказательство. Так как коэффициент связи симметричен, то 
из леммы вытекает, что 


|К (В, А) | <|9(В, 4) |=|9(А, В) |, 
поэтому | 
|К (А, В) | =-НУК (А, В)В(В, А) [О (А, В) [2=19 (А, В) |, 


что и требовалось доказать. 


5.5. Независимость семейства событий 


Рассмотрим конечную вероятностную модель (0, 5%; р, Р) 
и семейство (С;):ег событий С, имеющее конечное множество 
индексов /. 


Определение 11. События С; семейства `(С;):е: называются 
‘независимыми, если для каждого множества К =| верно ра- 


венство 


Р(П_ С) = П РСС). 
ЕК ЕК 


Если для некоторого множества Г. =/ это равенство не верно, 
то события С; семейства (С;):-: называются зависимыми. 

Примеры 1, 2 и лемма пункта |1 $ 5 главы 2 поясняют поня- 
тие независимости семейства событий. 

Рассмотрим семейство (%’,;):=: классов ®; событий, имеющее 
конечное множество индексов /. Выбирая по одному событию С; 
из каждого класса ®’, можно составить семейство (С;)‹е: событий, 
имеющее то же множество индексов [. События С; могут быть 
независимы и могут быть зависимы. | 

Определение 12. Классы ®. семейства (®’):=г называются не- 

зависимыми, если произвольно выбранные по одному из каж- 

ого класса ®; события С; независимы. 
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Если существует семейство (С;):=, события С.=®’; которого. 
зависимы, то и классы ®; называются зависимыми. 

Примеры 1, 2 и теорема пункта 2 $ 5 главы 2 поясняют поня- 
тие независимости классов событий. 

Рассмотрим семейство (С;):=: событий С, имеющее конечное 
множество индексов /. 

Определение 11’. События С; семейства (С;):-г называются 

попарно независимыми, если и только если для каждых двух 

различных индексов 1 и | события С; и С; независимы: 


Р(С.С}) =Р(С)Р(С). 


Сравнивая определения 11 и 11’, видим, что если события С; 
семейства (С;):=; независимы, то они попарно независимы. Обрат- 
ное предложение не верно. Это показывает следующий 

Пример Бернштейна. Правильный тетраэдр раскрашен следу- 
ющим образом: одна грань в красный цвет, вторая — в синий, 
третья — в зеленый, четвертая — в эти три цвета. Наугад выбира- 
ется грань тетраэдра и отмечается ее окраска. 

Такой опыт описывается стандартной моделью Лапласа п=4 

равновозможных исходов. Исходы 1, 2, 3 описывают соответствен- 
но выбор красной, синей, зеленой граней, а исход 4 — трехцвет- 
ной. 
События С! = {1, 4}, С.=={2, 4}, С. ={3, 4} описывают появ- 
ление соответственно красного, синего, зеленого цвета, события 
СС.=С,С:= С.Сз= {4} — появление двух цветов, событие 
С С.Сз= {4} — появление трех цветов. (В то же время все эти пе- 
ресечения описывают выбор трехцветной грани). 

Рассмотрим семейство (С;):-: событий С, имеющее множест- 
во индексов / = {1, 2, 3}. События С; попарно независимы: 


Р(С:С>) =Р(С1С3) =Р (С2Сз) =11/4; 
Р(С!)Р(С) = Р(С!)Р(Сз) =Р(Сз) Р(Сз) = 
—1/2.1/2 = 1/4. 
В то же время события С; зависимы: 
Р(СиС»Сз) = 1/45 2.1/2. /2=Р(С1)Р(Сэ)Р(С3). 


| Задачи по конечным вероятностным моделям собраны в гла- 
ве 2 части [1]. 


Часть 1 


СЛУЧАЙНЫЕ ПЕРЕМЕННЫЕ 


Часто задача сводится к исследованию некоторой функции на множестве 
исходов. Такие функции называются случайными переменными. Основной харак- 
теристикой случайной переменной является взвешенное с помощью элементарных 
вероятностей среднее ее значений. Нередко задача сводится к вычислению такого 
среднего. Для решения этой задачи используются различные правила вычисления 
средних. С помощью среднего определяются другие важные характеристики слу- 
чайных переменных: дисперсия, информация, энтропия. 


Глава 1 


РАСПРЕДЕЛЕНИЕ 


Г 


Вероятностные свойства случайной переменной определяются 
ее распределением, т. е. вероятностью принимать значения из дан- 
ного множества чисел. 


При первом чтении рекомендуется ограничиться $ 1, 2 и на- 
чалом $ 3. - 


$ 1. ПРИМЕРЫ 


Рассмотрим несколько примеров, разъясняющих понятия слу- 
чайной переменной и ее распределения. Эти примеры подготавли- 
вают соответствующие формальные определения. 


1.1. Пример 1. Игра с костью 


Игральная кость подбрасывается один раз. Если выпадаег 

четное число очков, то игрок выигрывает 1 рубль, а если 

нечетное — проигрывает. Какова вероятность того, что игрок 

выигрывает [ рубль? 

Как было подробно объяснено в примере 1 из $ | главы 1 
части [, подбрасывание кости один раз описывается стандартной 
моделью Лапласа п=6 равновероятных исходов 1, 2, 3, 4, 5, 6. 
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1.1.1. Случайная переменная 


Выигрыш игрока удобно описывать функцией { на множестве 
исходов (= {1, 2, 3,4, 5, 6}, значение [(и) которой для каждого 
исхода и определяется таблицей 


у | | о |3: : [1% 6% |6 
гы | ||| | | | 


Игрок выигрывает [(и) рублей, если реализуется результат, 
описываемый исходом и (выпадает и очков). Реализация этого ре- 
зультата зависит от случая. Поэтому функцию | называют слу- 
чайной переменной. Случайная переменная | принимает значение 
(и) =-1 при и=2, 4, 6 изначение ] (и) = —1 при #==1, 3, 5. В рас- 
сматриваемой модели (0, р 5$, Р) задача сводится к вычислению 
вероятности Р(А) события А=|- (+1) = {и: (и) =-Н 1} == 42, 4, 6}. 


2.1.1. Новая модель 


Можно использовать для решения задачи другую вероятност- 
ную модель. Так как нас интересует значение случайной пере- 
менной |, то в качестве нового множества исходов естественно 
взять множество значений | 


ХЛ — 1} 


случайной переменной [. 


3.1.1. Элементарное распределение 


Новый исход х=-| и прежнее событие [1 (Х) ={Р-1(-Е1) = 
— {и:[(и) =-1} ={2, 4,6} описывают одно и то же явление — 
выпадение четного числа очков. Поэтому исход х=-| и событие 
1 (х) ={|!(--1) должны иметь одну и ту же меру реализуемости. 
Е х=-| приписывается элементарная вероятность 49(х) = 
9(-1), о вероятности Р(/'(х)) =Р([Г'(-1)) события 


РР: ры 
9(+ =Р(Р"(+1)) =Р({и: Ки) =-1}) =Р (42, 4, ее 
Аналогично исходу х=—1 приписывается элементарная вероят- 
НОСТЬ 4(х) =9 (—-1), и вероятности Р([! (х)) =Р(Г" (—1)) 

события |! АЕ (—1): 


ч(—0=Р(-(—1))=Р({и: Ки) =—1}) =Р(4, 3, 5}) =1/2. 


Так оценивается реализуемость нечетного числа очков. 
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Числа 9(-1) и 9(—1) положительны и в сумме равны еди- 
нице. Функция 4 на множестве исходов Х, значение 4(х) которой 
для каждого исхода х из Х определяются таблицей 


р | 1 | —1 
1 1 
9 (х) | 5 | 5 


является элементарной вероятностью для новой модели. Элемен- 
тарная вероятность 4 называется элементарным распределением 
для случайной переменной [. 


4.1.1. Распределение 


Множество исходов Х и элементарная вероятность 4 опреде- 
ляют вероятностную модель (Х, 4; %, О). В этой модели алгебра 
событий образована классом 


#—{0, {+1}, {1 2} 


всех частей множества Х с определенными для них объединением, 
пересечением и дополнением. А вероятность @ на классе событий 


8 имеет значение 
Ч (В) = РЯ 4 (х) 


для каждого события В из Я: 
О (0) =0, © ({+1}) =1/2, 9 ({—1}) =1/2, 9 (Х) =1. 


Вероятность С называется распределением для случайной пере- 
менной {. 

Можно определить распределение (©, используя вероятность Р. 
Для каждого нового события В рассмотрим его прообраз 


Г" (В) = {и:[(и) = В}: 
Г-(0) =0, Г" ({1}) = 2, 4, 6}, РГ'({—1}) = 1, 3, 5}, Г'(Х) =Ч 


‚ Из определений распределения С@ и элементарного распределения 
4 для случайной переменной | следует, что 
6: 2 ВУ 
(В) =Р(Г"(В)). 
Новое событие В и прежнее событие А=}!(В) описывают одно и 
то же явление. Поэтому они имеют одну и ту же вероятность. 
Таким образом, вероятностная модель ((, р; 5, Р) и случай- 
ная переменная ] на множестве И определяют новую вероятност- 
ную модель (ХФ, 4; %, О). В этой новой модели задача сводится 
к вычислению вероятности О (В) события В = {- 1}: - 


© (В) = ({-1}) =9 (+10 =Р(Р' (+1) ) =Р(А) =1/2. 
Заметим, что для решения задачи достаточно знать только 
распределение @ случайной переменной [, а не саму эту пере- 
менную. 
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2.1. Пример 2. Игра с монетой 


Симметричная монета подбрасывается два раза. Если при 

первом подбрасывании выпадает герб, то игрок выигрывает 

о копеек, а если цифра — проигрывает. Так же при втором 

подбрасывании. Какова вероятность того, что игрок не про- 

игрывает? 

Как было подробно объяснено в примере 3 из $ 1 главы 1 
части [, подбрасывание симметричной монеты два раза описывает- 
ся моделью Бернулли п==2 испытаний с вероятностью успеха 


а==1 2 


1.2.1. Случайная переменная 


Выигрыш игрока при первом подбрасывании удобно описы- 
вать функцией }} на множестве исходов И=={11, 00, 01, 10}, зна- 
чение ]1(и) которой для каждого исхода и определяется таблицей 


и | и Юя [о 


пш [+45 | + | > |5 

Выигрыш игрока при втором подбрасывании удобно описы- 
вать функцией }› на множестве (И, значение (и) которой для 
каждого исхода и определяется таблицей 


и Гир юа |0 
вы | 45 |5 | 45 | 


Наконец, общий выигрыш игрока удобно описывать функцией 
[= -- на множестве И, значение { (и) =} (и) (и) которой для 
каждого исхода и определяется таблицей 


и |0 
# (и) о | 0 | 0 |0 


Игрок выигрывает [(и#) рублей, если реализуется результат, 
описываемый исходом и. Реализация этого результата зависит от 
случая. Поэтому функцию ] называют случайной переменной. 
Функции [1 и [2 тоже называют случайными переменными. 

Случайная переменная {| принимает значение: | (и) =--10 при 
и==11, значение | (и) =0 при и==10, 01 и значение {1 (и) =—10 при 
и=00. В рассматриваемой модели (И, р; 5, Р) задача сводится 
к вычислению вероятности Р(А) события А=р!({--10, 0} = 
—{и:1(и)={--10, 0}} = {11, 10, 01}: 


Р(А)=Р(11) +Р(10) +Р (01) =3/4. 
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291. Новая модель 


Можно использовать для решения задачи другую вероятност- 
ную модель. Так как нас интересуют значения случайной пере- 
менной 7, то в качестве нового множества исходов естественно 
взять множество значений 


(0) 10: 0, == 10] 


случайной переменной [. 


3.2.1. Элементарное распределение 


Новый исход х=--10 и прежнее событие |! (х) =} (+10) = 
— {и:|(и) =-10} = {11} описывают одно и то же явление — вы- 
падение двух гербов. Поэтому в качестве меры реализуемости 
исходу х=--10 приписывается элементарная вероятность 4(х) == 
—9(--10), равная вероятности Р (Г! (х)) =Р([!(--10)) события 
Г (х) = (10): 

9(--10) =Р({-1 (+10) ) = Р({и: (и) = 10}) =Р({11}) =1/4. 
Аналогично, 

9(0) =Р(Г"(0)) =Р ({и: (и) =0}) =Р({10, 01} ) = 2, 
9(—10) =Р (Г (—10)) =Р ({ш:[ (и) =—10}) =Р ({00}) = 1/4. 


Числа 9(--10), 9(0), 9(—10) положительны и в сумме равны 
единице. Функция 4, на множестве исходов Х, значение 4(х) ко- 
торой для каждого исхода х из Х определяется таблицей 


х | 410 | 0 | —ю 
а (9) | 14 | 1/2 | 1/4 


является элементарной вероятностью для новой модели. Элемен- 
тарная вероятность 4 называется элементарным распределением 
для случайной переменной [. 


4.2.1. Распределение 


Множество исходов Х и элементарная вероятность 4 опреде- 
ляют вероятностную модель (Х, 4; %, О). В этой модели алгебра 
событий образована классом 


#— (0, {+10}, {—10}, {0}, {+10, 0}, {+10, 10}, ©, — 0, Х} 


всех частей множества Х с определенными для них объединением, 
пересечением и дополнением. А вероятность @ на классе событий 
Я имеет значение 


9 (В) = № 9(х) 
х=В 


для каждого события В из 8: | 
В | 0 | +0) | © ‚| {—10) |, 0} ба —10) (0, —10} х 
© (в) | о | 14 |172 [14 | 3/4 Гоа |м |р 


Вероятность @ называется распределением для случайной 
переменной ]}. 

Можно определить распределение О, используя вероятность 
Р. Для каждого нового события В рассмотрим его прообраз 
Г1 (В) = {и:[ (и) ЕВ}: 


В о |{-10}| {0} |{-10 (10,0) |{-10, —10}| {0, 10 1х 


ест | соот | пищи | п жи —— 


цв) |0| пп | {10,01} | {00% (11, 10,01} | (11,00% |{10, 01, 00 И 


Из определений распределения @ и элементарного распреде- 
ления 4 для случайной переменной ] следует, что 


9 (В) =Р(Г"(В)). 


Новое событие В и прежнее событие А=]'(В) описывают одно и 
то же явление. Поэтому они имеют одну и ту же вероятность. 
Таким образом, вероятностная модель (0, р; „5, Р) и случай- 
ная переменная { на множестве И определяют новую вероятност- 
ную модель (Х, 4; %, 0). В этой новой модели задача сводится к 
вычислению вероятности @ (В) события В = {-- 10, 0}:. 


9(В)=9({+-10, 0}) =9(+10) +9 (0) =Р(-(-+10))- 
+Р([-1(0)) = Р(- {+10 0})) = 3/4. 


Как и в примере 1, для решения задачи достаточно знать 
только распределение @ случайной переменной |, а не саму эту 
переменную. 

Замечание. Элементарные распределения 01, 42 и распределе- 
ния (©, @. для случайных переменных ]1, [2 определяются соот- 
ветственно таблицами 


1 +5 —5 Хо о —5 

д (х1) 1/2 1/2 9 (х2) 172 1/2 

О о И м о В. а В 
9, (В) по р |1 [р 'О, (во 774 


Различные случайные переменные | и ]> (11 (10)=ЕР (10), 
р (01) == (01)) имеют одинаковые элементарные распределения 
41=042 и одинаковые распределения ©, = (о. 
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3.1. Пример 3. Выстрел по мишени 


Производится одич выстрел по стандартной мишени. Извест- 
ны вероятности получения каждого числа очков. Какова ве- 
роятность того, что получается число очков, строго большее 
пяти? | | 
Как было подробно объяснено в примере | из $ | главы 3 части [, _ 
один выстрел по стандартной мишени описывается вероятностной 
моделью (0, р; 5%, Р), определяемой множеством исходов 


(= {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10} 


и элементарной вероятностью р на множестве И, которая предпо- 
лагается известной. Пусть, например, значение р(и) элементарной 
вероятности р для каждого исхода и определяется таблицей 


Я СО о о Я ни 


р (и) |1/100 |1/100 |1/100 |1/100 |1/100 | 1/20 | 1/20 | 1/20 | 1/10 1/5. 1/2 


1.3.1. Случайная переменная 


Получаемое число очков удобно описывать тождественной 
функцией [ на множестве исходов И, значение [(и) которой для 
каждого исхода и равно этому исходу: 


Пи) =, 
Реализация результата, описываемого исходом и (получение и 
очков), зависит от случая. Поэтому функцию [| называют случай- 


ной переменной. В рассматриваемой модели задача сводится к 
вычислению вероятности Р(А) события А== {6, 7, 8, 9, 10}: 


Р(А) =р(6) р (7) р (8) -Ер (9) р (10) =9/10. 
2.3.1 Новая модель 
Множество значений 
А=1(0)==0 


случайной переменной Х равно множеству исходов 0. 
Для каждого исхода х==и верно равенство 


Г (х) = {и}. 
Поэтому . 
4(х) =Р (Г (х)) =Р (4и}) =р(и). | 
Элементарное распределение 4 для тождественной случайной пе- 


ременной ] равно элементарной вероятности р. 
Для каждого события В =А верно равенство 


поэтому 0(В)=Р (| (В)) =Р (А). 
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Распределение @ для тождественной случайной переменной {рав- 
но вероятности Р. | 

Вообще, новая вероятностная модель (Х, 4; %, 9), определяе- 
мая по аналогии с примерами | и 2 рассматриваемой вероятност- 
ной моделью (0, р; 5, Р) и тождественной случайной перемен- 
ной [, совпадает с прежней: 


(Ц, р; 54, Р) = (Х, 4; ®, 4), 


т.е. И=Х, р=д, 54=9, Р=0. 
Задача сводится к уже решенной в примере | из $5 | главы 3 час- 
ти [. 

Как и в примерах 1, 2, для решения задачи достаточно знать 
только распределение © случайной переменной [, а не саму эту 
переменную. 


$ 2. ОПРЕДЕЛЕНИЯ 


Случайной переменной называется числовая функция на мно- 
жестве исходов. Каждая случайная переменная определяет неко- 
торую элементарную вероятность на множестве своих значений. 
Эта элементарная вероятность называется элементарным распре- 
делением случайной переменной. Элементарное распределение 
определяет вероятность на классе всех частей множества значений 
случайной переменной. Эта вероятность называется распределе- 
нием случайной переменной. Распределение описывает вероятно- 
стные свойства случайной переменной. Различные случайные пере- 
менные могут иметь одинаковые распределения. 

Во всех пунктах этого параграфа рассматривается конечная 
вероятностная модель (И, р; 5%, Р). 


1.2. Случайная переменная 


Определение 1. Случайной переменной называется каждая 

числовая функция |, определенная на множестве исходов Ц. 

Часто случайная переменная { определяется таблицей своих 
значений: в верхней строке таблицы записываются исходы и, в НИЖ- 
ней под каждым исходом и — значение [(и) случайной переменной 
| для и. 

Примеры. В примерах 1—3 соответственно: 


и | 2 3 4 5 6 р, 1 110 | 01| 00 
ЕВ ий 
(и | | Грач | | |4 |0 | о |--ю 

и 0 | 2 3 4 5 6 7 8 э | 10 
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Для случайных переменных, как и для любых числовых функ- 
ций, определяются сложение, умножение и умножение на число. 
Суммой, произведением и произведением на число с случайных 
переменных [ и © на множестве исходов И являются случайные 
переменные [- 5, } 5 и с:] со значениями соответственно 


(и) Е (и), Г(и) -8 (и), с-К(и) 


для каждого исхода и. 

Индикаторы. Для каждого исхода и определим случайную пе- 
ременную 41, значение которой для каждого исхода 9 равно 1, если 
9==и, и равно 0, если о=Еи: | 


и (9) = | о 


0 (оц. 


Случайная переменная &, называется индикатором исхода и. 
Для каждого события А определим случайную переменную 


д = 2 и) 


иЕА 


равную сумме индикаторов исходов и, составляющих событие А. 
Значение #4(9) случайной переменной 1. для каждого исхода о 
равно 1, если о принадлежит А, и равно 0, если 9 не принадле- 
жит Л: 


| (ЕД, 
м (9) = 0 бед. 
Случайная переменная {„ называется индикатором события А. 


Индикаторы исходов и событий используются в следующих при- 
мерах. 


1.1.2. Пример 1 


Рассмотрим стандартную модель Лапласа п=б6 равновероят- 
ных исходов 1, 2, 3, 4, 65, 6, которая описывает подбрасывание 
игральной кости один раз. Таблицы значений индикаторов й, 1, 
[3, 4, 15, 6 имеют вид: 


р [1] 2] 3] 4] 56 7 |1 2[3|415[ 6 р |1] 2] 314] 6 
ь (©) || 0 0’ вето о[о[о’” гв (6) | Ч 9 0] 0 1 
Каждая случайная переменная ] на множестве И==4{1, 2, 3, 4, 
5, 6} равна некоторой линейной комбинации индикаторов. Инди- 


катор &, исхода и умножается на значение [(и) случайной пере- 
менной ] для исхода и, и полученные произведения складываются: 


р = > Е. 


1<и 
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В этой сумме для каждого исхода о значения всех слагаемых, 
кроме одного, равны 0: | 


= У ва = 


= 1-/ (4) + 0-12) + 0-1 (8) + 0-1 (4) + 0-1 (5) + 0-1 (6), 
2 = Х на = 


= 0.1 (1) + 1-/(2) + 0-1 (3) + 0-1(4) + 0-1 (5) + 0-1 (6), 


ОЗВОИИИ ЗОО ЗООООООЖИК ЗОО ООО ЗВОНЮ ЗОЖ ЗОО ЗОО ЗОО ЗООИОАИИС ЗОО ЗОО ЗООООООООЖИК, ЗОНАХ ЗОВИ ООО ЗВОНИ ЗОВИ ООООИИИИК ЗОО ЗОО ЗОО ЗОО 


(9 = УХ ь ФГ = 
= 0-1(1) + 0-7 (2) + 0-1 (8) + 0-14) + 0-1 (5) + 1-1(6). 


Например, случайная переменная ][, рассматривавшаяся в при- 
мере | из $ 1, представляется равенством 


= —И-Ь—Вв-и—-%. 


Таблицы значений индикаторов м =И, 46} И м. = Из, 5} 
событий А== {2, 4, 6} и А’= {1, 3, 5} имеют вид: 


——ы—ы—ы—ы—— ыыы ыыы ы——————- ——ы 


д (в) ооо |1 4’() |1 


Собрав индикаторы с одинаковыми коэффициентами, можно 
получить следующее представление для случайной переменной [ 
в примере | из $ 1: 


р= 2, 4, 6—й1, 3, 5}. 


2.1.2. Пример 2 


Рассмотрим модель Бернулли п==2 испытаний с вероятностью 
успеха а=1/2, которая описывает подбрасывание монеты два ра- 
за. Таблицы значений индикаторов й1, #10, 1, о имеют вид: 


ь и ю|о | 0 я и ю|оа | о 
1 (5) 1 0 0 0 о (2) 0 1 0 0’ 
ь | И | |0 | 00 й | и ю|о |0 

Фа (5) | о | о | | о’ 0) | о | о | о | 


Случайные переменные }1, рр и] в примере 2 из $ 1 представ- 
ляются следующими линейными комбинациями индикаторов 
исходов: 


й=5-й1-Н5 0—5 .и1—5 10; 
2==5.й1—56.Йо-- 51—65 :40; Г 10.1,—10. 100. 


Таблицы значений для индикаторов фу, Ён, фу» йн, ‘событий 
У: = {11, 10}, Н, == {01, 00}, У.= {11,01}, Н.=={10, 00} имеют вид: 


о |и| 100 00 р [ооо ь [ооо ь |000 


мнькь | ииоаиннияй | чинить | ипинониниаинь, 


Заметим, что #н,-{н, = фн,н, = Фо» Фу, фу, Нулу, = Ца, фу, 4, = 
= фу,н, == Ну, йН, "фу, = Ну, = 11. Кроме того, если обозначить сим- 
волом | постоянную со значением единица, 


ён, = 1 —фу, н,=1—щ,, 
Случайные переменные ]1, [2 и { в примере 2 из $ 1 представ- 


ляются следующими линейными комбинациями индикаторов 
событий: 


= —54н, = — 54, [= ПО-фуу, — 10 н:ын,. 


3.1.2. Пример 3 


В примере 3 из $ 1 получаемое при выстреле число очков опи- 
сывается тождественной случайной переменной { на множестве 
исходов И== {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}:[(и) =и для каждого 
исхода и. Как нетрудно проверить, 


[= № иг. 
0<#<10 


2.2*. Элементарное распределение 


Каждая случайная переменная определяет некоторую поло- 
жительную нормированную функцию на множестве своих значе- 
ний. Эта функция называется ее элементарным распределением. 

Рассмотрим случайную переменную ] на множестве исходов 
О и ее множество значений 


х=КИ). 
Примеры. В примерах 1—3 из $ 1 соответственно: 
Х= {4-1 —1}: Х={+-10, 0, —10}; Х= {0, 1,2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}. 


Для каждого числа х из множества Х определено событие 


(а) = и: Ки) =}, 


232 


составленное из всех исходов ий, для которых значение случай- 
ной переменной [ (и) равно числу х. 
Примеры. В примерах 1—3 из $ 1 соответственно: 
| (+1) = {2, 4, 6}, {-1(—1) = {1, 3, 5}; 
[т (10) = {11}, т (0) = 410, 01}, р (—10) = {0, 0}; 
Г" (и) = {и}. 
Для каждого события [|-!(х) определена вероятность 
9(х) =Р(['(х)) =Р({и: (и) =х}). 
Примеры. В примерах 1—3 из $ 1 соответственно: 
4(--1) = 1/2, 9(—1) =1/2; 9 (+10) =144, 9(0) = 1/2, 
9(—10) =1/4; 9 (и) =р(и). 
Рассмотрим функцию 4 на множестве Х со значением 


9(х) =Р(Г'(х)) 
для каждого числа хеЕЕХ. 

Лемма 1. 4 является положительной нормированной функци- 

ей на множестве Х. 

Доказательство. Положительность 4 следует из положитель- 
ности вероятности Р. 

Нормированность 4 следует из нормированности вероятно- 
сти Р. Действительно, события [1(х) = {и: (и) =х} сэмейства 
{Г '(х)}.-х попарно не пересекаются: если иЕГ!(х) П ["(и), то 
х=](и) =иу. Сумма Х[!(х) всех событий [!(х) семейства 
{1 (х)}„=х равна множеству исходов И 


НЕ) =0. 
По общему правилу сложения отсюда следует, что 
249(х) => Р(['(х)) =Р (| (х)) =Р(И)=1. 


Лемма 1 доказана. 
Примеры. В примерах 1—3 из $ 1 соответственно: 


29(х) =9(1) 9 (—1) =Р (42, 4, 6}) Р (11, 3, 5}) =1; 
54 (х) =9 (10) 9 (0) 9 (—10) =Р ({11})-Р ({10, 01}) + 
+Р({00}) =1. 


10 . 
Х9(х) = У р(и = УР) =1. 
и>=И Е=0 


Лемма |1 позволяет сформулировать 

Определение 2. Элементарным распределением для случай- 
ной переменной | называется положительная нормированная 
функция 4 на множестве Х значений случайной переменной, 


имеющая значение 
9(х) =Р(Г"(х)) 


для каждого числа х из множества Х. 


Часто элементарное распределение д определяется таблицей 
своих значений: в верхней строке ее записываются числа х, а в 
нижней под каждым числом х — значение 9(х) элементарного рас- 
пределения 4 для х. 

Примеры. В примерах 1—3 из $ 1 соответственно: 


х 1 —1 х 10 0 —10 
а(х) 1/2 1/2 а(х) 1/4 1/2 1/4 °’ 
х 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 


Орриииивааинининиюнинанниы | ‘уиииниаииииитииниинниь | сииныиисинничининнним, | чимииииииииииииииииииииииинин | чьим | спит [| чииииииииисиитиииииннию | ини | нии | иииииииниинииииинииииннь | пииииинииииинитннииь | ионов: 


4(х) |1/100 | 1/100| 1/100| 1/100] 1/1001 1/20 | 1/20 | 1/20 | 1/10 | 1/5 1/2 


В примерах 1—3 пункта 1 из $ 2 соответственно: 
1) каждый из индикаторов Й, ф, 8, и, &, & имеет одно и то 
же элементарное распределение 4 с таблицей значений 


9(х) 1/6 5/6 


2) каждый из индикаторов й1, йо, 1, 0 имеет одно и то же 
элементарное распределение д с таблицей значений 


> . 1 _0 
9(х) 1/4 ‚ 3/4 


3) для каждого исхода и его индикатор &, имеет элементар- 
ное распределение 4„ с таблицей значений 


х 1 0 
„() | ры р) 
В частности, 
Хх 1 0 | Хх ] 0 
(® | 1100 99/100 аз(%) 1/20 19/20 } 
Хх 1 0 х 1 0 сх ] 0 
М , 
4з(х) 1/10 9/10 4з(х) _ 115 4/5 —  910(х) | 12 | 12 
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3.2*. Распределение 


Элементарное распределение для каждой случайной перемен- 
ной определяет некоторую положительную, нормированную и ад- 
дитивную функцию на классе всех частей своего множества зна- 
чений. Эта функция называется ее распределением. Она определя- 
ет вероятностные свойства случайной переменной. 

Рассмотрим случайную переменную ] на множестве исходов 
О, ее множество значений Х=[(И), элементарное распределение 
д и алгебру, образованную классом 

Я=15] 


всех частей множества Х, с определенными для нее объединени- 
ем, пересечением и дополнением. 
Примеры. В примерах 1, 2 из $ 1 соответственно: 


8—0, 4-1}, {1}, Х}; 
== {О, {10}, {0}, {—10}, {10, 0}, {10, —10}, {0, —10}, Х}; 
=. 
Для каждой части В множества Х определена сумма 


@ (В) = РЯ 4 (х) 


значений 9(Х) элементарного распределения д для чисел х из 
множества В. 
Примеры. В примерах 1—3 из $ 1 соответственно: 


@ ({1})=9(1) =1/2; 
@ ({10, 0}) =9(10) {9 (0) =3/4; 
Ч ({6, 7, 8, 9, 10}) =9(6) {9 (7) +9 (8) +9 (9) 9 (10) =9/10. 


Рассмотрим функцию О на классе % со значением @(В) для 
каждого множества В из класса %. 
Примеры. В примерах 1—3 из $ 1 соответственно: 


9 (0) =0, 9 ({1}) =1/2, 9 ({—1}) = 12, 9(Х) =1; 


В о | {10} | {0} | {10} | {10,0} | (10, —10} [{0, —10)] К 
О (В) о [1/4 [1/2 | 11/4 3/4 1/2 4 |1. 
Ч (В) =Р(В). 


Лемма 2. О является положительной, нормированной и ад-_ 

дитивной функцией на классе %. 

Доказательство. По определениям 3 и 4 из 65 2 главы 3 части |, 
функция 4 является элементарной вероятностью, а функция @ — 
вероятностью для вероятностной модели (Х, 9; %, 09) с множест- 
вом исходов Х и алгеброй событий %. По теореме об основных 
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свойствах вероятность @ является положительной, нормирован- 
ной и аддитивной функцией на классе . Лемма 2 доказана. 

Для каждой части В множества значений Х случайной пере- 
менной ] определено событие 


Г (В) ={и:Ки)еВ}, 


составленное из всех исходов и, для которых значение [(и) слу- 
чайной переменной { принадлежит множеству В 
Примеры. В примерах 1—3 из $ 1 соответственно: 


Г" (0) =0, [1 ({1}) = {2, 4 6}, ['({—1}) = 3, 5}, Г(Х) =0 


В {10} | {0} |{—10}| (10,0) 
{11} |{10, 01} | {00} | { 


0 


(10, —10} 
{11,00} 


(0, —10} 


‚=! (В) И, 10, 01} (10, 01, 00} И 
9 


Г' (В) =В 


Для каждого события’! В) (и: (и) ЕВ} определена ве- 
роятность 


РГ"(В)=Р (т (В)) =Р ({и: Ки) ЕВ}). 
Примеры. В примерах 1—3 из $ 1 соответственно: 


РГ" (0) =0, РР" ({1}) =1/2, РРт({—1}) =1/2, РЕ"(Х) =1; 


В 0 | {10} | {0} {—10} | {10,0} |{10,—10} (0, —10}| Х 
Р/—! (В) 0 | 1/4 | 1/2 1/4 3/4 1/2 3/4 ть. 
РГ"(В)=Р (В). 


Рассмотрим функцию РЁ! на классе Я со значением РГ" (В) 
для каждого множества В из класса 8. 

Лемма 3. О—=Р[". 

Доказательство. Для каждого множества В из класса % рас- 
смотрим семейство {{Р!(х)}.ев событий [(х). События [1 (х) 
попарно не пересекаются. Сумма 2.1. '(х}) этих событий равна 

= 


множеству (В): 


и (*) = 2 {м (и) = х} = {и:[ (и) = В} = Г" (В). 


По общему правилу сложения отсюда следует, что 
(В) = > 9(>) = > Р({-1(х)) = ы р (*)) =Р("(В)) = 
хЕВ хе В хХЕВ 
—Р-1(В). 


Лемма 3 доказана. 
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Приведенные в примерах таблицы значений функций О и 
РЕ поясняют равенство леммы 3. Ее доказательство иллюст- 
рируют 

Примеры. В примерах 1—3 из’ $ 1 соответственно: 


@ ({1}) =9(1) =Р(Г'()) =РР1({1}); 
© ({10, 0}) =9(10) +9 (0) =Р(Г"(10)) ЕР (р (0) ) = 
=Р(Р' (10) --Р" (0) ) =Р (Г (410, 0}) =РГ" (410, 0}); 
© (В) =Р(В) =РГР"(В). 


Леммы 2 и 3 позволяют сформулировать | 

Определение 3. Распределением для случайной переменной 
называется положительная, нормированная и аддитивная 
функция О=Р|! на классе % всех частей множества значе- 
ний Х случайной переменной |, имеющая значение 


© (В) =Р (Г (В)) 


для каждого множества В из класса %. 


Примеры. В примерах 1, 2 из 6 1 значения распределений 
О=РГ! описываются рассматривавшимися выше равенствами ни 


В В примере 3 из $ | распределение © равно вероятно-_ 
сти Р. 


4.2*. Новая вероятностная модель 


Вероятностная модель (И, 57; р, Р) и случайная переменная 
{на множестве исходов И определяют новую вероятностную мо- 
дель (Х, %; 4, ©). 

В этой новой модели: 

1) множество исходов является множеством значений 


Х=нКО) 
случайной переменной Г; 
2) алгебра событий образована классом 


#=/ (5) 


всех частей множества значений Х случайной переменной ] и оп- 
ределенными для этого класса объединением, пересечением и до- 
полнением; 


3) элементарная вероятность является элементарным распре- 
делением д случайной переменной } и имеет значение 


4(х) =Р(Г'(х)) 


для каждого числа х из множества Х; 


4) вероятность является распределением © случайной пере- 
менной {и имеет значение 


@ (В) =Р(Р"(В)) 
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для каждого множества В из класса 4%. 

Примеры. Примеры 1—3 из $ 1. 

Условимся элементарную вероятность 4 обозначать тем же 
символом Р{\, что и вероятность ©: 


4==РЕ". 


Это оправдывается тем, что значения 4 равны значениям @ на 
элементарных событиях: 


9 (и) =РЕЦи) =РЕ{и}) = 9 ( {и} 


для каждого исхода и из множества (. 


5.2*. Механическая интерпретация 


Вероятностная модель ((, 57; р, Р) представляет также ме- 
ханическую систему точек и из множества И, в каждой из кото- 
рых расположена масса р(и). 

Случайная переменная / отображает множество И на мно- 
жество Х точек числовой прямой. При этом в точку х из множе- 
ства Х отображаются точки тела [-'(х). В точке х поэтому распо- 
лагается масса 9(х), равная массе Р(Г'(х)) тела |!'(х). Новая 
вероятностная модель (Х, Я; 4, @) представляет также новую ме- 
ханическую систему точек х из множества Х, в каждой из которых 
расположена масса 4(х). 

Таким образом, случайная переменная } переносит массу р (и) 
из точки и множества И в точку х=[(и) числовой прямой. Общая 
масса 9(х), перенесенная в точку х, равна сумме всех масс р(и), 
перенесенных в эту точку. 

Примеры. В примерах 1, 2 из & 1 перенос массы поясняется со- 
ответственно рис. 21 и 22: 


Рис. 22. 


В примере 3 из $ | масса остается на месте. 
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6.2*. Примеры распределений 


Приведем несколько примеров часто встречающихся распре- 
делений. 


1.6.2. Равномерное распределение 


Рассмотрим стандартную модель Лапласа п равновероятных 
исходов |, 2,..., П и тождественную случайную переменную е на 
множестве исходов и== {1, 2,..., п}: 


е(п) =п 


для каждого исхода п. 
Элементарное распределение 4 для случайной переменной е 
равно элементарной вероятности р: 


9(х) =р(и) =И/п 


для каждого значения х==и случайной переменной е. 
Распределение @ для случайной переменной е равно вероят- 
ности Р: 


< (В) =Р(А) =п(А)т(0) 


для каждой части В=А множества значений Х=И случайной 
переменной е. 

Распределение @ случайной переменной е называется равно- 
мерным: единица массы распределена равномерно по точкам 
Е: | 


‚ 2.6.4. Биномиальное распределение 


_ Рассмотрим модель Бернулли п испытаний с вероятностью 
успеха а и случайную переменную $ на множестве исходов 
(= В", значение $(и) которой для каждой строки и=и:, ..., И» 
равно сумме элементов строки: | 


п 
$ (и) = У и,. 
| 1 
Случайная переменная $ описывает число успехов при п испытаниях. 


Примеры. Для п=1, 2, 3 таблицы значений с чАВиОЕ перемен- 
ной $ имеют вид: 


п 0 | п 00 | 01 10 11 
$ (п) 0 | | $ (п) р а 
| 
п 000 001 | 010 100 011 101 |110 |111 
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В примере | пункта 4 из $ 3 главы 3 части [ было показано, 
что для каждого значения т==0, 1,..., И случайной переменной 
$ верны равенства 


9 (т) =Р (и:5(и) =т)} = ы ат (1 — а)"-т. 


Примеры. Для п=1, 2, 3 таблицы значений элементарного 
распределения д случайной переменной $ имеют вид: 


т 1 0 т 2 1 0 
а(т) а 1—а | 9(т) ‚а? 24(1—а) (1—а)2 
т 3 2 1 0 
а(т) 43 3а?(1—а) | 3а(1—а)? | (1—а)8 


Распределение @ случайной переменной $ называется бино- 
миальным. Для каждой части В множества Х=={0, 1,..., п} 
значение биномиального распределения © равно числу 


0(В)= Х |" а" (1 — а)". 
В 


т, 


3.6.2. Вырожденное распределение 


Рассмотрим вероятностную модель (1, 54; р, Р) и случайную 
’ переменную ] на множестве исходов И, значение Г(и) которой для 
каждого исхода и равно 0: 

Г(И) = {0}. 


Множество значений Х случайной переменной Ё состоит из 
единственного числа 0: 


Случайная переменная { равна. постоянной 0. Элементарное рас- 
пределение 4 для случайной переменной | имеет единственное 
значение: 


9(0) —=41. 


Распределение О для случайной переменной [ имеет следующую 
таблицу значений: 


В О Х 

(В) 0 1 
Оно является примером вырожденного распределения: вся 
масса сосредоточена в одной точке. | 
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Более общим образом рассмотрим произвольное число с и 
случайную переменную ] на (0, значение которой равно с для каж- 
дого исхода и, для которого р (и) >0: | 


Г(и) =с (р(и)>0). 


Значения /(и) случайной переменной ] для исходов и, для которых 
р(и) =0, могут быть не равны с. Говорят, что случайная перемен- 
ная } равна постоянной с почти всюду. 

Множество Х значений такой случайной переменной может 
быть произвольным конечным множеством чисел. 

Элементарное распределение 9 для случайной переменной | 
имеет значения: 


О. (еее) 
Распределение О для случайной переменной / имеет значения: 
1 СЕВ), 
0 (В) — | (се В) 
О Сев). 


Оно называется вырожденным распределением: вся масса 
сосредоточена в одной точке. 

Примерами случайных переменных, имеющих вырожденные 
распределения, являются индикаторы успеха и неудачи для моде- 
ли Бернулли п=1 испытания с вероятностью успеха а=0 и а=1. 


$ 3. НЕЗАВИСИМОСТЬ И ЗАВИСИМОСТЬ 


Каждая случайная переменная определяет некоторый класс 
событий, описывающих ее значения. Естественно независимость 
случайных переменных отождествлять с независимостью опреде- 
ляемых ими классов событий. Независимость случайных перемен- 
ных, Как и независимость событий, имеет вероятностный харак- 
тер. Содержание этого понятия поясняется примерами пункта 1. 

Во всех случаях, когда нет соответствующих уточнений, слу- 
Чайные переменные, рассматриваемые в этом параграфе, опреде- 
лены на множестве исходов Ц произвольной конечной вероятност- 
ной модели (Ц, 54; р, Р). 

о — первом чтении рекомендуется ограничиться пунктами 
и 2. 


1.3. Примеры 


Рассмотрим несколько примеров независимых и зависимых 
случайных переменных. | 
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1.1.3. Пример 1 


Для модели Бернулли п==2 испытаний с вероятностью успе- 
хаа рассмотрим индикаторы [1 = фу,, р = фу, событий У, = {11, 10}, 
У. = {1 ь 01}: 


ды ———д——д—— ———_—_————————_Ц. 


Я(и) 0 0 1е(и) | 0 


Индикатор Ё = фу, определяет события У, = (ФФ иН,=Н' 


(0) = {01, 00}, а индикатор =1у,— событияу, = (1) иН,=Р '(0)= 
= 410, 00}. События У; и\ь, У, и Н», Ни У2, Ни Нэнезависимы, 
т. е. классы событий 


Ф. = О, В" (0)} = У, Ни Ф,=(Ь' (а), Б' (0) = (У., Н,} 


независимы. Естественно поэтому считать, что случайные перемен- 
ные | =фу, и р =фу, независимы. | 

Индикаторы [1 =йфу, и р =1— Я = йа определяют одни и те 
же события У, =Й' (1) =Ё' (0иН, = ' (0) =В ' (1).Если0<а< 
<1, то события У; и Н, зависимы. Следовательно, классы событий 
1 =, А. (0)}и =. =(Р' (1), 2‘ (0)} зависимы. Естественно 
поэтому считать, что случайные переменные [= фу, и №=1 — А —Н, 
зависимы. 


2.1.3. Пример 2 


о Для модели Лапласа п==4 равновероятных исходов А 
3, 4, лы о м С, =, [з3= 5, событий 


и 1 о 3 4 и 1 2 3 4 
РИ О О Я р О Е т 
| 
и | у, 3 4 
РР ГЕ 


События Су, С», Сз рассматривались в примере Бернштейна с. 
тетраэдром. Каждый индикатор |; определяет события С, = }; я 
С! == ИЯ (0) (|=1,2,3). Как нетрудно проверить, т С; ис, 


с, и Сь СиС,„С;иСь независимы для каждых различных но- 
меров.] и из 1, 2, 3 т .е. классы событий 


= (1-1, 0} = {С Си <, =" а), (0) = {бСь СЫ 
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независимы. Естественно поэтому считать, что случайные пере-_ 
менные ]1 и ]>, 1 и }з, р и В независимы. Можно сказать, что слу- 
чайные переменные ],, ро, [з попарно независимы. | 

В то же время события С\1, С, Сз зависимы. Следовательно, 
классы событий @.:={Н`(0), В (0)] =(С,, СП, #.= (2 ' (1). 
Р (0)} = [С», С>], #= {В ' (1), В ' (0)] = {С,, Сз} зависимы. Есте- 
ственно поэтому считать, что случайные переменные [, р, [з 
зависимы. 


3.1.3. Пример 3 


Для модели Бернулли п испытаний с вероятностью успеха а 
рассмотрим случайные переменные [,, ]5 со значениями 


= УХ иь В®- По 


1<Ё<п 
для каждой строки И==И: ... Ш». , 
Случайная переменная /! определяет события Н (т) = 
= о и» = ыы =0,1,..., 7), случайная переменная ]2 — собы- 
1<Ё<п 


тия 2 1(1) ={1...1, В (0) ={и:и=1...1}. Если 0<а<1, то 
события Н' (0) =(0...0} и Ь' (1) -={1... П} зависимы: 
РН! ПЁ' (1)) =0= (1 — "а" =Р(Н" (0))Р(Б" (2). 


Следовательно, классы событий ®: = р! (0), Е Суза. Вы (п)} 
и ®. = '(1),Б' (0)} зависимы. Естественно поэтому считать, 
что случайные переменные ]1 и [> зависимы. 


2.3. Независимость двух случайных переменных 


Рассмотрим случайные переменные ], [2 с множествами зна- 
чений | 


Х.=й (И), Х›=р (0). 
Случайная переменная [1 определяет класс 
@: = { " (х1): «Е Х,), 
составленный из событий 
Но (1) = {из В (и) = ж}, 


образованных исходами и, для которых случайная переменная |, 
имеет значение (и), равное числу х, из множества Х!. Аналогич- 
но, случайная переменная ]2 определяет класс событий 


@2 = (5 (х:) хе Х.. 
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Классы ®! и ®. называются независимыми, если и только если 
каждые событие С, класса ®, и событие С. класса ®. незави- 
Симы: 


Р(С:С5) —=Р(С,)Р(С.) (СЕ, С.Е). 


Это определение позволяет сформулировать 
Определение 4’. Случайные переменные | и р называются 
независимыми, если определяемые ими классы событий $, 
и @®› независимы. | 
Если классы событий #1 и ®’. зависимы, то случайные пере- 
менные ]1 и р называются зависимыми. 
Примеры. В примерах | и 2 пункта 1 случайные переменные 
р ир независимы. В примере 3 пункта 1 они зависимы. — 


1.2.3. Лемма о независимости двух случайных 
переменных 


Эквивалентное определение независимости двух случайных 
переменных содержит 

Лемма 1’. Случайные переменные | и Ь независимы, если и 

только если равенство 


(ПР (Р'() Р" (х.)) = Р(А" (,)) Р(Р" (х.)) 


верно для каждых значений х! и хо случайных переменных 

нир. , 

Доказательство. По определению, классы событий ®; и %., 
определяемые случайными переменными [1 и ]2, независимы, если 


— 
и только если произвольные событие С: =й (х1) из класса %®, 


и событие С. = р (х.) из класса ®. независимы. По определению 7 
пункта | $ 5 главы 3 части | независимость этих событий экви- 
валентна условию леммы. 

Примеры. 1. В примере | пункта 1 верны равенства 


РАЙ"! (1)) =Р(У,У.) = Р (У)Р (У,) =Р(Н" (1)Р(В" (1), 

Р(Н' (ПР ' (0))} =Р(У,Н,) =Р(У)Р(Н.)=РАНО)Р (0), 

Р(Р' (0) [5 '(1))= Р(Н:У,) =Р(Н)Р (У,)=Р(Н(0))Р (6 (1), 
Р(Н' (0) ' (0)} =Р(Н:Н,) =Р(НуР(Н,) =Р(В" (0))Р (В (0)). 


Случайные переменные [1 и [2 независимы. 
2. В примере 3 пункта 1 имеем: 


Р(Н' (0) ' (1)) -Р(Н" (0)) Р(Р* (1), 


случайные переменные } и р зависимы. 
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2.2.3*. Теорема о независимости двух случайных 
переменных 


Эквивалентное определение независимости двух случайных 
переменных, содержит также 

Теорема 1’. Случайные переменные | и Ь независимы, если 

и только если равенство 


(2) Р(П'(В) В" (ВЬ)) = Р(Р" (Вл) Р(Ь" (В,)} 


верно для каждых множеств В!1 и В. значений случайных пе- 

ременных Ни р. 

Доказательство. Для каждого множества В, значений случай- 
ной переменной [; рассмотрим семейство (+! (х))х ев событий. 

-. ] ® —1 —}{ РА 
В'(х) (=1,2). События }\'(х) и В! (у) при различных зна 
чениях х; и у; случайной переменной |, не пересекаются. 

Кроме того, 


У, р. (х,) = У, [и :[, (и) =х,} = (и: Г, (и) ЕВ} = 
х ЕВ) | х ЕВ} 


=й (В) (=1,2). 


Следовательно, события М (1) 2. (х2) ий (и) В (у) при раз- 
личных парах хи, Хо и 1, у2 значений случайных переменных 1 и 
р не пересекаются. Кроме того, 


Г (В,) [5 (В+) те: РЯ й (х1) р 2 (хз) бы: р № г (1) (х»). 


ЕВ х:ЕВа 


Отсюда, используя правило сложения и лемму 1”, получаем: 


Р(Н'(В,) 2 ' (Вз)) = Х ХМ Р(Н' (9) Б' (3) = 


х1Е В! х.Е Ва 


= ХХ РН 6) РВ" (4) = Х Р(Н" 6) ХР у) = 


жЕВ! х,ЕЕВ: 
-Р(Н" (В:))Р(Б` (В,)). 
Теорема 1’ доказана. 


Пример. В примере 3 пункта 1 для В! == {0,..., п—1} и В›== {1} 
имеем, если О<а<!: 


Р(Н" (В) 2" (В,)) = Р (0) 76 (1 — а)" = Р(Р(В,))Р (В (ВУ). 
Случайные переменные [1 и р зависимы. 


3.3*. Независимость семейства случайных переменных 


Рассмотрим конечное семейство {}}:=: случайных переменных 
р с множествами значений | | 


А—=Ь(О). 
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Каждая случайная переменная ]; определяет класс 
ви = 1 (2) : хх, 
составленный из событий 
в (ж) = Ш: р) =, 


образованных исходами и, для которых случайная переменная }, 
имеет значение ], (и), равное числу х; из множества Х.,. 
Определение 4. Случайные переменные |; семейства (|= 
называются независимыми, если определяемые ими классы 
событий ®, семейства (®’,); =: независимы. 
Если классы событий ®, зависимы, то случайные переменные 
|, называются зависимыми. 
Замечание. Если /={1, 2}, то определение 4 эквивалентно 
определению 47’ пункта 1. 
Пример. Рассмотрим модель Бернулли п испытаний с вероят- 


ностью успеха а. Для каждого номера |=1, 2,... п рассмотрим 
случайную переменную |]; со значением [(и)==и; для каждого 
исхода и=и!: ... и,. Каждая из случайных переменных |, имеет 


множество значений 
Х,=р(И) р Ч 0} 
и определяет класс 
г, = (71, и} =ЦУ, НИ, 
составленный из событий 
(реш: = П=уУд К! (0 = и: щ= 0] =Н,, 


Из теоремы о независимости испытаний в модели Бернулли, до- 
казанной в пункте 2 & 5 главы 2 части [, следует, что классы со- 
бытий ®’, семейства (®,)1<=,=„ независимы. Следовательно, случай- 
ные переменные } рассматриваемого семейства (];)1<;<„ неза- 
висимы. 

Замечание. Случайные переменные [; являются индикаторами 
событий У;. Для модели Бернулли п=2 испытаний они рассмат- 
ривались в примере | пункта [. 


1.3.3. Лемма о независимости семейства 
случайных переменных 


Эквивалентное определение независимости семейства случай- 


ных переменных содержит 
Лемма 1. Случайные переменные | семейства (|);=г незави- 
симы, если и только если равенство 


(о Р(П, 1." (х))) = ПР (х, 


верно для каждого семейства (х;);-: значений х; случайных 
переменных |. 
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Доказательство. |. Если случайные переменные [, семейства 
(7,);=: независимы, то равенство (1) следует из определения 4 не- 
зависимости случайных переменных и определений 11 и 12 неза- 
висимости событий и классов событий из $ 5 главы 3 части [.. 

2. Предположим, что равенство (1) верно, и докажем, что в 
этом случае ‘равенство 


_ (2) СОРА м) 5 ком) 


верно для каждого множества К=/ и каждого семейства (>) ми 
значений х, случайных переменных [, с индексами А из множе- 
ства К.. 

Заметим, что для каждого индекса | из множества / события 


[| ' (х}) класса ®; попарно не пересекаются и верны равенства: 
2 1! (х) =0, 


хЕХ} 


Хх, (РЕ) =1 


ХЕХ} 


Для индексов [ из множества [.=/—К пересечение первых и 
произведение вторых равенств дают: | | | 


(ан 6) 1) 50, 


ЕЕ Г. х =Х, 


Х(ПР(! (*))} = п (2 Р(Ё; ‘(= 1 


Отсюда следует, что 2 
СП) = 0, В (*.) (0 
=. } д ин (#3) 

„ПР (РЕ (*)) = п РП *))) = 
| пр) ПРИ (94) |= ке (; )))- 


Используя эти равенства, общее правило сложения и равенство 
(1), получаем: | 


ВР.) РЕЗОИАВ - ХР(ОИП= 
[И.Р (=) = ПР), 


По определениям И и 12 независимости событий и классов 
событий из $ 5 главы 3 части [ и определения 4 независимости 
случайных переменных из’ равенства (3) следует, что случайные 
переменные }, семейства (},);=' независимы. 

Лемма | доказана. 
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Замечание. Если /=={1, 2}, то лемма | эквивалентна лемме 17 
пункта 1. Использовавшиеся при доказательстве произведения 
для множества индексов Г, равны 1. 

Пример. Рассмотрим множество Е ..., п} номеров и 
семейство (Г) =: индикаторов [;, событий У; те модели Бернулли 
п испытаний с вероятностью успеха а. Обозначим буквами № и [ 
количества чисел х,—=| и х,=0 в произвольном семействе (Хх; =: 
значений х; случайных переменных ];. По формуле успехов и не- 
удач из $ 2 главы 2 части [ верны равенства 


Р (ПИ (=) =“ а—@) = ПР(П" (*). 


Равенство (1) верно, и случайные переменные |; семейства ([,)уег 
независимы. 


2.3.3. Теорема о независимости семейства 
случайных переменных | 


Эквивалентное определение независимости семейства случай- 
ных переменных содержит также 

Теорема 1. Случайные переменные |, семейства (фе: незави- 

симы, если и только если равенство 


(2 Р(П/" (В) = ПР(РМ (В) 


верно для каждого семейства (В;);=! множеств В; значений 
случайных переменных }. 
Доказательство. Для каждого множества В; значений случай- 


ной переменной ], рассмотрим семейство т. (Хх, ЕВ, событий 


р (х,) (1=/). События |. (х,) и |! (И) при различных зна- 
чениях х; и у; случайной переменной |; не пересекаются. Кроме 


ТОГО, 
р И р Чи: (и) = хр = ш:р (йе В}= 


ры (В) Це]. 
Следовательно, события 0 (хи 0 (и) при различ- 


ных семействах (х;);=:г и (15 зат значений _ и у, случайных пере- 
менных /[, не пересекаются. Кроме того, 


ПЯ (В)=пП НН (= У ПЕ (9. 
Е/ 151 ХЕ В] 171 , 
Отсюда, используя общее правило сложения и лемму 1, получаем: 
—1 ыы —1 су = 1 ( — 
Р(ПП (89)= Х Р(ЦИ 0) = Х ПРП 69) 
-п УХ РН (29) = ПРП (В). 


11 хЕ В; 
Теорема 1 доказана. 


«ЕВ! 
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Замечание. Если / = {1, 2}, то теорема 1 эквивалентна теореме 
1’ пункта [. 

Пример. Рассмотрим модель Бернулли п испытаний с вероят- 
ностью успеха а. Для каждого номера | из множества /=={1, ... 
... п} рассмотрим произвольное событие ДА, из испытания ,= 
—{0, У, Н, Ц} и индикатор | =1^, события А‚. Для каждого 
исхода 9, принадлежащего событию А‚, значение индикатора [; = (4, 
равно |1, а для каждого исхода 9, не принадлежащего событию А, 
значение индикатора ]; = #4, равно 0:. 


1 @©24), 
0 (=). 


(0) =, (0) = 


Заметим, что 
0 (И) = |0}, дукИ) =, (И)= {1,0}, 0 (И)={1 


о ([0]) =, 15; (Ш =, (10) = У, 
у! ({0}) = йи ({1]) =Нь 9 (4) =И. 


Из этих равенств следует, что каждое множество В, значений слу- 
чайной переменной }, = {л.определяет исход (В) = ду (В) =С; 
испытания 9. По лемме пункта 1 $ 5 главы 2 части | исходы С, 
независимы и 


р . —1 
Р(П,7" (89) = Р(П,С) =ПР = П.Р(" (В). 


Равенство (2) верно, и случайные переменные | семейства ({;);=1 
независимы. | 


4.3*. Попарная независимость 


Часто рассматривается лишь попарная независимость’ случай- 
ных переменных. | 

Определение 5. Случайные переменные |; семейства (р)уег на-. 

зываются попарно независимыми, если и только если для 

каждых двух различных индексов | и Е случайные перемен- 
ные |; и |, независимы. 

Замечание. Если случайные переменные |, семейства ({);=: 
независимы, то они попарно независимы. Это следует из сравне- 
ния определений 4 и 5. Обратное предположение неверно. 

Пример. В примере 2 пункта | случайные переменные |, се- 
мейства ({,);=! с множеством индексов /= {1, 2, 3} зависимы. В то 
же время они попарно независимы. 


5.3*. Совместное распределение 


Понятие независимости случайных переменных можно пояс- 
нить, используя понятие их совместного распределения. 
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1.5.3. Примеры 


Рассмотрим несколько примеров совместных распределений. 

Пример 1. Для модели Бернулли п==2 испытаний с вероят- 
ностью успеха а рассмотрим пару {= ([, 2) индикаторов [1 =фу, и 
2 ={н, событий У.=={11, 10} и Н.= {10, 00}. Случайные пере- 
менные ]1 и ро независимы. 

Каждая из случайных переменных [1, [> в отдельности опреде- 
ляет новую вероятностную модель 


(Хт, 91; 1, @) (Х», #2; 92, (>). 


Множества исходов Х!, Хо и таблицы значений элементарных ве- 
роятностей 01, 42 для этих моделей имеют вид: 


ХА. =Х2= {1, 0}, 
Х1 1 0 Хо 0 
а: (=) | Руда |РНу--Ьао абе) |РАНдеЬЬЯ Р(Уа 


Пара /= (1, 2) тоже определяет новую вероятностную мо- 
дель (Х, %; 4, 9) | 

В этой модели: 

|1) множество исходов 


Х=НО] =] же] =ХЖХ.; 
2) алгебра событий образована классом 
#=75#] =1 [94] ЖЕ] = Ж%» 
всех частей множества Х и их объединением, пересечением и до- 


полнением; 
3) элементарная вероятность 4 имеет значения 


9(х) =Р(ЁР'(х)) = Р((и: (и =х}) = 
= Р (и: (и) = ха, Ь (и =х»} = 
=Р (и (и =ж ши: Ё (и) =х,]) =Р(Н" (*) Ё' (х.)) 


для каждого х= (х1, ха) из множества Х. Она называется совме- 
стным элементарным рАроелниеи случайных переменных 


Пир; 
4) вероятность О имеет значение 


0(В) =Р(Г' (В) = Р(ш: ЕВ = 
=Р((ш: (4, Ь(щ)=В}) = У 99 


для каждого В из класса %. Она называется совместным распре- 
делением случайных переменных ]\ и }». Т. е. 


Х== {11, 10, 01, 00}; 
%—{0, {11}, {10}, {01}, {00}, {11, 10}, {11, 01}, 
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{11, 00}, {10, 01}, {10, 00}, {01, 00}, {11, 10, 01}, 
{11, 10, 00}, {11, 01, 00}, {10, 01, 00}, ХЗ; 


9(х) |Р(У1Н>)=а(1—а) | Р(УУ.)=а? | Р(Н.Н2)=(1р—а)? | Р(Н\Уз)=(—а)а 


———————————_——————————— 


0(В)| 0 п [а(11) |... | аа-аао) |... “ар-аао-а(о |. |1 


Сравнивая таблицы значений элементарных распределений 
41, 92 и 9, замечаем, что вследствие независимости случайных пе- 
ременных для каждого х==(х1, х2) из множества Х=Х, ЖХ. верно 
равенство 4 (х) = и (х1) 42 (х2): 
Р (5,52) =Р(У,)Р (52), Р(У:Н2) =Р(У)Р(Н?>), 
Р(Н!Н2) =Р(Н,)Р(Н>), Р(Н!5-) =Р(Н,)Р(У.). 
Можно сказать, что совместное элементарное распределение неза- 


висимых случайных переменных Н и ]> равно произведению их 
элементарных распределений 01 и 42: 


==91Ж9д?2. 


Аналогично, для каждого прямоугольника В=В,ЖВо из клас- 
са 9, равного декартову произведению множеств. В, и Во из 
классов 8, и %, верно равенство 


О (В) =, (В!) ЖО-(В?). 


Если хотя бы одно из множеств В1, Во пусто или равно Ху, Хо, то 
рассматриваемое равенство верно. Кроме того, 


@ ({1} Ж{1}) =9:({1}) Х92(1}) = (0, 
© ({1}) Ж{0}) =9({1}) ЖФ ({0} =9(10), 
@ ({0} Ж{1}) =9,({0}Ж92({1}) =9 (00, 
© ({0}) {0} ) =9,:({0}) Ж@ ({0}) =9(00). 


Можно сказать, что совместное распределение О независимых слу- 
чайных переменных [1 и [2 равно произведению их распредельниЕ 


От и С: 
9=@,ЖО.. 


Имея это в виду, можно сказать, что для независимых случай- 
ных переменных [1 и [> верно правило прямоугольника. 

В итоге можно сказать, что вероятностная модель, определяе- 
мая совместно независимыми случайными переменными 1 и р, 
равна произведению вероятностных моделей, определяемых каж- 
дой из них в отдельности: 


(Х, %; 4, 9) = (Хь, 8; д, 9) ЖХ (ХЬ, %; 4», 9-). 
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Или, что то же самое, 
Х=А,ХХ., #=9%,хХ%,, 4=91Ж9дь, О=О,ЖО.. | 


Замечание. Для каждого из этих равенств умножение «Х» 
определяется по-своему. Однако введение различных обозначений 
уменьшило бы их общую выразительность. | 

Если вместо вероятностных моделей рассматривать механиче- 
ские системы, то сказанное можно пояснить рис. 23: 

Система, определяемая совместно 
независимыми случайными переменными 
Ли, состоит из точек 11, 10, 01, 00 
плоскости, в которых расположены мас- 
сы @(1—а), а?, (1—а)?, (1—а)а. Систе- 
мы, определяемые каждой из случайных 
переменных [и ]2, состоят из точек 
1, 0 на осях Ги 2, в которых располо- 
жены массы а, 1-аи 1—а, а. Неза- 
висимость случайных переменных Пи 
выражается в том, что масса 9(х) каждой точки х== (ж, Х2) на 
плоскости равна произведению масс 91 (х1) и 92(х2) масс точек х! 
И Хо на осях | и 2. | 

Пример 2. Для модели Бернулли п=2 испытаний с вероят- 
ностью успеха а рассмотрим пару [== (|, 2) индикаторов Н=фёу, 
и |, =фн событий У, = {11, 10} и Н,={01, 00}. Случайные пе- 
ременные |1 и р зависимы. | 

Каждая из случайных переменных [1, /[› в отдельности опреде- 
ляет ту же вероятностную модель (Х!, 8; ди, ©\), (Хь, %; 4», 
(>), что и в примере 1. 

По аналогии с примером | рассмотрим вероятностную модель 
(Х, %; 4, ©), определяемую совместно случайными переменными 
1, /2. | 
Множество исходов и алгебра событий для этой модели те 
же, что и в примере 1. Таблица значений элементарной вероят- 
ности имеет вид 


х и 10 01 | | И 
4(х) Р(У.Н!)=0 | Р(У:У)=а | Р(Н.Н)=1-—а Р(Н:У!)=0 


Если 0О<а<1|, то 
9 (11) 529: (1)92(1), 9(10) == 41 (1) 92(0), 9(01) ==9, (0) 92(1), 
(00) ==9:(0)42(0). 
Совместное элементарное распределение 4 зависимых случайных 


переменных [1 и ]2 не равно произведению их элементарных рас- 
пределений 01 и 02: 


95291 Ж 42. 
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И следовательно, совместное распределение © зависимых случай- 
ных переменных [1 и [2 не равно произведению их распределений 


О: и (2: 
9==@:ЖО.. 


Для зависимых переменных | и [| не верно правило прямо- 
угольника. 

Если вместо вероятностных моделей рассматривать механиче- 
ские системы, то сказанное можно пояснить рис. 24. 
Зависимость случайных переменных | и |] 
выражается в том, что массы 9(х) некото- 
рых точек х= (х1, хз) на плоскости не рав- 
ны произведениям масс 49:(х!) и 92(%2) 
масс точек х! и Хо на осях | и 2. 


2.5.3. Определения 


_ Рассмотрим семейство {= ([;);=г слу- 
чайных переменных |, имеющее конечное Рис. 24. 
множество индексов /. 

1.2.5.3. Произведение множеств значений. Для каждого исхода 
и семейство }== (р);=г случайных переменных [, определяет семей- 
ство [(и) = (р/(и)), =: чисел (и), являющихся значениями случай- 
ных переменных |; для исхода и. 

Пример. Если /={1, 2}, то [= (п, 2) и Ки) =(ф (и), Ь(“)). 
В частности, в примере 1 
Г (11) = (5, (11), 1, (11)) = (1,0), [(10) = (у, (10), 1, (10)) = (1, 1), 
Г (01) = (ру, (01), #1, (01)) = (0,0), [(00).= (Фу, (00), гы, (00)) = (0, 1). 


Таким образом, семейство [= (=: отображает множество 
исходов И на декартово произведение 


=! 


множеств значений Х; случайных переменных [.. | 
Пример. Если /= {1, 2}, то Х=Х,ЖХ.. В частности, в примере 1 


2.2.5.3. Произведение алгебр. Рассмотрим алгебру, образован- 
ную классом 


#=1 51] 
всех частей множества Х с определенными для них объединением, 


пересечением и дополнением. Среди различных множеств В клас- 
са 8 выделяются прямоугольники 


В=1 В, 


п! 


со сторонами В,=Х; для каждого индекса |. 
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Пример. Если /= {1, 2}, то 
В=В.ЖВ.. 


В частности, в примере | прямоугольниками являются следующие 
множества: 


о=ох{1, 0} = 1, 0х0, {0}х{}, 
ха}, х=а, ха, 0}. 


Условимся алгебру называть произведением алгебр %,= 
—/[5] и писать 
| #=1%.. 
=! 


3.2.5.3. Произведение элементарных распределений. Для каж- 
дого семейства х== (х,;):=: из множества Х определено событие 


р = (Ну == о а == т Г. (х}). 
Пример. Если [== {1, 2}, то х== (хи, 2) и 
оо 0. 
В частности, в примере | 
РА, }) =» РИС 0}) =УУ» Г" (0, 1}) =Н1НЬ, 
Г" (40, 0}) = НУ. 
Для каждого события и лин вероятность 
9(х) =Р(Р' (х)) =Р({и:[ (и) =х}). 


Тем самым определена функция 4 на множестве Х со значением 
9(х) =Р (Г '(х)) для каждого хеЕХ. 
Лемма 1. 0 является положительной нормированной функци- 
ей на множестве Х. 
Доказательство дословно повторяет доказательство леммы 1 
пункта 2 $ 2. Лемма | позволяет сформулировать 
Определение 2”. Совместным элементарным распределением 
для случайных переменных |, семейства [= (р);=г называется 
положительная нормированная функция 49 на множестве Х 
‘семейств х== (х;) =: значений случайчых переменных |, имею- 
щая значение 


(РГ 9) =Р (ПГ 9) 


для каждого семейства х== (х;) ;=: из множества А. 
Замечание. Если /= {1}, то определение 2” эквивалентно опре- 
делению 2 пункта 2 $ 2. 
Условимся называть совместное элементарное распределение 
4 произведением элементарных распределений 4; случайных пере- 
менных [; семейства [== (7,);=: и писать 
4 = П 9» 


1 
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если и только если равенство 


4 (х) = ии (х) 


верно для каждого семейства х= (х;);=: значений х, случайных 
переменных .. 
Примеры. Если /= {1, 2}, то х=(хл, хо) и 


= РР 6) 


В частности, в примерах | и 2 приведены таблицы значений для 
совместного элементарного распределения 4 случайных перемен- 
ных [1 и [2. В примере | совместное элементарное распределение 
4 равно произведению элементарных распределений: 0=9,Х д», 
а в примере 2 — не равно. 

4.2.5.3. Произведение распределений. Для каждой части В 
множества Х определена сумма 


9 (В) = У 46) 


значений 9(х) совместного элементарного распределения 4 для 
семейств х из множества В. Тем самым определена функция @ 
на классе Я со значением @(В) для каждого множества В из 
класса %. 

Пример. В примере 1 приведена таблица значений для 
функции (©. 

Лемма 2. © является положительной, нормированной и адди- 

тивной функцией на классе %: 

Доказательство повторяет доказательство леммы 2 пункта 252. 

Для каждой части В множества Х определено событие 


Г (В) ={и:К(и) ЕВ}, 


составленное из всех исходов и, для которых семейство [(и) при- 
надлежит множеству В. Для каждого события [`!(В) определена 
вероятность 


РР (В) =Р(Р"(В)) =Р({и: (и) ЕВ}). 


Тем самым определена функция Р/`' на классе 9 со значением 
РЕ'(В) для каждого множества В из класса . Заметим, что 


Г (В) ={ш: (и) © са. : (и евр = п (В), 
В ЕР 05) 


для каждого прямоугольника В = ЦВ; из класса %. 
= 


Пример. Если /= {1, 2}, то В=В.ЖВ. и 
Р(Р'(В)) = Р(Н"(В,) 5" (В,)). 
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В частности, в примере 1 
Р(! {1} {0)) = Р(Е! (РА ({0}), 
РР" ({0}) Хх ({1])) =Р(!' (0) хР (21). 


Лемма 3”. О=Р}|-!. 

‹ Доказательство повторяет доказательство леммы 3 пункта 2 

2. 

Леммы 2” и 3” позволяют сформулировать 
Определение 3”. Совместным распределением для случайных 
переменных | семейства (|,).=: называется положительная, 
нормированная и аддитивная функция О=РЕ! на классе ® 
всех частей множества Х, имеющая значение 


©(В) =Р(Г (В) =Р( ПИ (В) 


для каждого прямоугольника В= ПВ! из класса %. 


Замечание. Если [= и} то о 3” эквивалентно опре- 
делению 3 пункта 2 из $ 2 

Условимся называть совместное распределение @ ‘произведе- 
нием распределений (©; случайных переменных }, семейства ({;) =: 
и писать 


(9) = Н Ц, 
= 


если и только если равенство 
< (В) = П 9; (В) 
= 


верно для каждого прямоугольника В = т В;, образованного из 
г: 
множеств В; значений случайных переменных 1: 

Пример. В примере 1 приведена таблица значений совместного 
распределения © случайных переменных [1 и [. Оно равно произ- 
о распределений ©, и @> этих случайных переменных: 

ве. 5.3. Произведение вероятностных моделей. Таким образом, 
случайные переменные }, семейства | ( д=г СОВМестно определя- 
ют новую вероятностную модель (ЛХ, %; 4, @). В этой модели: 

1) множеством исходов является множество Х семейств 
(и) = (Ё(и)) =: значений (и) случайных переменных [; 

2) алгебра событий образована классом всех частей мно- 
жества Х и определенными для них объединением, пересечением 
и дополнением; 

3) элементарной вероятностью является совместное элемен- 
тарное распределение 4 случайных переменных [;; 

4) вероятностью является совместное распределение О слу- 
чайных переменных [.. 
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Условимся называть вероятностную модель (Х, %; (а, О) 
произведением вероятностных моделей (Х, %; 4, О;) и писать 


| (Х, #8; 9, 0) =П(Х, 9%; 0; С;), 
‚если И только если 
А=ПА, #=109%, 9=П4, @=1ПО, (=). 


Примеры. В примере | вероятностная модель (Х, %; 4, О) 
равна произведению вероятностных моделей (Л!, ; д, 9) и 
(Хз, 5; 42, 02), а в примере 2 — не равна. 


3.5.3. Независимость 


На языке распределений независимость случаиных перемен- 
ных означает, что их совместное распределение равно произведе- 
нию распределений каждой из них. 

Рассмотрим семейство |= ({;);=‚ случайных переменных |, 
имеющее конечное множество индексов /. Для каждого индекса 
|=/ случайная переменная [; в отдельности определяет вероятно- 
стную модель (ЛХ, ; д, ©;). Совместно случайные переменные |, 
семейства [== ({,);.: определяют вероятностную модель (Х, %; 
9, @). | 

Из определения 2” и леммы 1 следует эквивалентная ей 

Лемма 1”. Случайные переменные р семейства [= (р)уег не- 

зависимы, если и только если их совместное элементарное 

распределение 4 равно произведению элементарных распреде- 
лений 9; случайных переменных |; 


= П Ч;. 
1=1 


Из определения 3” и теоремы 1 следует эквивалентная ей 
Теорема 1”. Случайные переменные |, семейства [= (рег Н2- 
зависимы, если и только если их совместное распределение () 
равно произведению распределений @; случайных перемен- 
ных |; 
(2”) 9=П Ч. 
= 
Для равенства (2”) можно использовать также следующую 
выразительную форму: | | 
Р} в. - 


Лемму 1” и теорему 1” объединяет следующее предложение: 
случайные пепеменные ]{, семейства {= (|;);=г независимы, если и 
только если вероятностная модель (Х, 9%; 4, 09), определяемая ими 
совместно, равна произведению вероятностных моделей Х, %,;; 
9, @;), определяемых каждой из случайных переменных ]; в от- 
дельности: 


(Х, $; О, ты, 8; Чу, ИТ 
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Пример 3. Для модели Бернулли п=3 испытаний с вероят- 
ностью успеха а==1/2 рассмотрим тройку [= (Л, [, [з) индикато- 
ров Н=фу, Ь=фу, В=1у, событий У, У2, Уз. Случайные 
переменные ],, [», [з независимы. Их совместное элементарное рас- 
пределение д равно произведению элементарных распределений 91, 
02, 9з каждой из них: 


=91Ж92Ж 43. 


Случайные переменные ]\, [, [з имеют одинаковые элементар- 
ные распределения 91 =02==0з с таблицей значений 


9; (х;)_ 1/2 1/2 


Таблица значений для совместного распределения случайных 
переменных ]1, ]>2, [з имеет вид: 


ыыы ыы ыыы вмиииААА——АА—Э А АЫ4 АА «З ——ые— —ыЫы—ы— 


9(х) | 1/8] 1/8| 1/8 | 1/8 | 1/8 | 1/8 | 1/8 | 1/8 


Если вместо вероятностных моделей рассматривать механиче- 
ские системы, то сказанное можно пояснить рис. 95. 

ив | Независимость случайных пере- 

8 _ НЕ _1/8 менных /[1, ]2, [3 выражается в том, 

70) я еее” что масса 9(х) =1/8 каждой точ- 

- — -- | КИ Х== (^1, Х2, Хз) в пространстве 

| | равна произведению масс д! (х!) = 

вы —= 92 (№2) = 9з (хз\ =1/2 точек м, 


| (2/ | Хо, Хз на осях 1, 2, 3. 
| “её - — в Пример 4. Для модели Лап- 
1/2 _ 2 _ ласа п=4 равновероятных исхо- 
КС 


Е--- “У; дов 1,2, 3, 4 рассмотрим тройку 
1/2 #700 Г— (Л, о, [з) индикаторов Н=й, 

2 = с» [з= <, событий С:== {1, 

Рис. 25. 4}, С›== {2, 4}, С. = {3, 4}. В при- 


мере 2 пункта | было показано, 
что случайные переменные ]!, ], [з зависимы. Их совместное эле- 
ментарное распределение д не равно произведению элементарных 
распределений 01, 42, 93 каждой из них: 95201 Ж92Ж дз. 
Случайные переменные ]1, [2, [з имеют одинаковые элементар- 
ные распределения 91, =02==03з с таблицей значений 


‘258 


Таблица значений для совместного элементарного распреде- 
ления 4 случайных переменных [!, [2, [з, как нетрудно проверить, 
имеет вид: 


х п. |110 |101 |011 | 100 |010 |001 | 000 
а(х) 1/4 0 о | 0 | 1/4 [11/4 | 1/4 0 
Например: 


4 (111) = Р(С,С,С.) = Р ({4)) = 1/4, 9(110) =Р (С,С.Сз) =Р (0) =0, 
4 (100) = Р(С,С›Сз)=Р ({1}) =114, 


9 (000) — Р(С1С:С;) =Р0=0. “А 2” ()-----@)" 
Если вместо вероятностных 2 Е () о | 
моделей рассматривать механи- | о 


ческие системы, то сказанное ЙА 

можно пояснить рис. 26. | | 0 
Зависимость случайных пе- | | | 

ременных |1, р, з выражается | (0) Ш И 

в том, что масса 9(х) некоторых ЗО. 72 7 

точек х= (х1, Хо, Хз) в простран- = (7) 

стве не равна произведению чо„//?р 100 — 72 


масс 41 (%1) == 92 (х2) =4з (хз) =1/2 
точек х!1, Хо, Хз на осях 1, 28, 3. Рис. 26. 


$ 4*. ИНДИКАТОРЫ 


Среди случайных переменных можно выделить переменные, 
принимающие только значения 0 и 1. Каждая такая переменная 
определяется событием, составленным из исходов, для которых 
она принимает значение |, и называется индикатором этого собы- 
тия. Разные события имеют разные индикаторы. Поэтому вместо 
событий можно рассматривать их индикаторы. С другой стороны, 
в рассматриваемой конечной модели каждая случайная перемен- 
ная равна некоторой линейной комбинации индикаторов некото- 
рых событий. Часто формальное представление событий и случай- 
ных переменных с помощью индикаторов бывает удобно. 

Рассмотрим конечную вероятностную модель (И, 5%; р, Р). 


1.4. Определения 


Обозначим буквой и произвольный исход из И, а буквой А — 
произвольное событие из 7. 

Определение 6. Индикатором исхода и называется случайная 

переменная 1, принимающая значение 1,(9)=1 для исхода 
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9=—=и и значение 1, (9)=0 для каждого исхода ч=Еи из (и: 


= ПП @0=\ц), 
Ц 71 
10 (5=\. 
Пример 1. Для модели Бернулли п==1| испытания таблицы 
значений индикаторов й и й исходов и=| и и=0 имеют вид: 


2 Го , [о 


(5) | 0 10(5) о || 


Пример 2. Для модели Бернулли п==2 испытаний таблицы зна- 
чений индикаторов 111, 0, 1, о исходов 11, 10, 01, 00 приведены 
в пункте | из $ 2. Там же рассматривались также другие приме- 
ры индикаторов исходов. 

Определение 7. Индикатором события А называется случай- 

ная переменная 


РА(О) са У и» 
иЕЛ 
равная сумме индикаторов г, исходов и, составляющих собы- 
тие А. 
Усно, что 


П в=д) 
0 бед. 


Поэтому индикатор {„ события А можно определить как случай- 
ную переменную, принимающую значение #„(0)=1 для каждого 
исхода о из А и значение #.(5) =0 для каждого исхода оне из А. 

Пример 1. В модели Бернулли п=1 испытания таблицы значе- 
ний индикаторов #х, бу, {н, 1№ю событий О, У, Н, О имеют вид: 


РА(0) = 


|110 о |110 #й 1 ЕО о |110 


. 
— —— ————=—: ——=— ——— 
› 


7 (2) 110 у (|| О (о) 011 го (2) 010 


Пример 2. В модели Бернулли п==2 испытаний таблицы зна- 
чений индикаторов фу,, {н,, йу,, {н, событий У, Нь, У›, На приве- 
дены в пункте | из $ 2. Там же рассматривались также другие 
примеры индикаторов событий. 


2.4. Изоморфизм событий и индикаторов 


Обозначим буквой [ множество всех индикаторов событий из 
5$ и рассмотрим отображение 


1:5 —1 


класса 54 на множество Г, которое каждое событие Ае=.% отобра- 
жает в его индикатор АЕ. 


Обозначим буквами А и В произвольные события из .57. 


Предложение 1. Отображение 1 является изоморфизмом 
класса событий 54 на множество индикаторов [ и 

(1) аав==1щ-®  (АВ==0), 

(2) | АВТ“ в, 

(3) - АША. 


Доказательство. Если А5ЁВ, то А—АВ=Е0 или В АВ=-0 
[4 (9) =15=0==1(9) (5%ЕА—АВ) или (9) =15=0==4(9) > 
и. и, значит, (45. Следовательно, отображение #:.54 —* 1 
‚зляется изоморфизмом. 
Равенство (1) вытекает из ассоциативности суммы: если собы- 
тия 4 и В не пересекаются, то 


дв = У = У Хы =й-+ №. 
и=А-+ В иеЕА и=В 


Равенство (2) доказывается равенством значений 
| | , Г (Е) ЛАВ), 
дв (0) — м (9) [в (9) = 0 (© АВ). 


Равенство (3) следует из равенства (1): 


А+ (И-А)ЕЕТА-ЕИУ-А. 


Предложение | доказано. 
Замечание. Если постоянную {и со значением |1 обознач 
символом 1, то равенство (3) можно записать также в форме 


(3°) [А’ = 1 — {А 
3.4. Стандартное представление случайной переменной 


Рассмотрим произвольную случайную переменную [, опреде- 
ленную на множестве исходов 0. 


Из определения индикатора {, произвольного исхода и из 
множества Ц следует, что 


[(9) => Г(щы (9) 
и’ЕО 
для каждого исхода о из множества О: 


и.) = | ых ь и 


Это значит, что случаиная переменная { равна линейной комбина- 
ции индикаторов {, с коэффициентами | (и): 


(1) р= ро Ё (м) 1. 
и=о 
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Примеры. См. примеры 1—3 пункта 1 из $ 2. 
Обозначим множество значений случайной переменной | бук- 


вой Д: 
Х=кКО). 


Объединяя в сумме (1) слагаемые с одинаковыми коэффициента- 
ми {(и) =х для каждого значения х переменной |, получаем пред- 
ставление { в виде линейной комбинации индикаторов событий: 


[1 (х) = {и: Ки) =х}. 


Предложение 2. Для каждой случайной переменной | с мно- 
жеством значений Х верно равенство 


(2) [ = 2х | 1-4) 


Доказательство. В самом деле, 
р= ХУ @ь=х (> ха = 
и=Ц хеЕХ и! 1(х) 


=> [х У, _ = 2" 


хЕХ иЕ!—(х) 


Условимся называть равенство (2) стандартным представле- 
нием случайной переменной { в виде линейной комбинации инди- 
каторов или, коротко, стандартным представлением для [. 

Примеры. См. примеры 1—3 пункта | из $ 2. 


4.4. Специальный пример 


Рассмотрим произвольные случайные переменные [и р на 
множестве исходов И. Как и в $ 3, обозначим буквами АД! и Х., 
41 И 92 множества значений и элементарные распределения слу- 
чайных переменных [1 и ][2. Рассмотрим также пару [== (}, |2), ее 
множество значений Х=АХ, ХХ. и совместное элементарное распре- 
деление д случайных переменных [1 и |2. 

В $3 было доказано, что независимость случайных перемен- 
ных Ни р эквивалентна равенству 


(*) 9((и)) = 4 (Г (и) ) 92 (Р (и) ) 


для каждого исхода иеИ. 
Предположим дополнительно, что 


9(х) =9(х1, х2) >0 


для каждого значения х=(х1, х2) случайной переменной |= (Й, 
р). В этом случае 


да (х1) = У а(ь хм.) >0, 
х1ЕХ1: 

да (Хз) = У 9(х%ь, х.) >0 
ХЕХ а 
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для каждых значений х; и х2 случайных переменных | и ]»2. 
И, следовательно, равенство (+) эквивалентно равенству 


(**) 9 (7 (м)) ый 
Ча (Ёл (и)) 92 (Ёз (и)) 


для каждого исхода и (логарифм берется по основанию строго 
большему 1). 

Таким образом, при сделанных предположениях о строгой 
положительности вероятностей значений независимость случайных 
переменных [1 и }> эквивалентна равенству (**). 

Рассмотрим случайную переменную 


РЕ _ 900) _, 
= №1 да (( (@)) 92 (ь м) 


иЕОЦ 


105 


Она описывает зависимость случайных переменных Н и р: они 
независимы, если и только если # тождественно равна 0. 

Рассмотрим произвольные значения ХЕХ\1, х2еЕЛХЬ и х== (хь 
Х2) ЕХ. Так как 


А 4 (х) 
И) = 108, (Х1) 92 (хз) 


для каждого ие! '(х), то 
| = р 105 2 


1 
хех а (Х1) 92 (х2) 1 () 


Замечание. Это равенство является стандартным представле- 
нием для [ только если отношения 9(х)/91(х1)92(х2) различны 


для различных значений х== (х1, %2). 
Пример 1. Рассмотрим модель Бернулли п==2 испытаний 


с вероятностью успеха а(0<а<1) и случайные переменные], = 
— фу,, р = фту,. Имеем: 


_ (1,1). 220 90,0. 
1085, (1) 4, (021+ 1065, (1), (0) #0 + 1085, (буд 1 + 
. 90(0,0) . _ а? , а(1— а). 
1, = Е + 68 (о + 

(1 аа. (1—2) . _ 
—- 101 —)ай! -- %п—да-—а 100 = 0. 


Пример 2. Рассмотрим модель Бернулли п=2 испытаний 
с вероятностью успеха а(0<а<1) и случайные переменные Й, [2 
со значениями 


(и) =, [2(и) = ши -Ни2 
для каждого исхода и= (ии, из). Имеем: 


9 (1, 2). 9 (1, 1) о ++ 106 


Г . 9 (0,1), 
В пог) ПАО (ра, р 


91 (0) 4з (1) "01 
а(1 — а) 


9 (0,0) . а? . | 
— 106: (у. (0) (буд: (6) = 105 в йа + 105 оо и 


ен Фе 


} (1 — а)? 
бои 105 


О о 


= 1 + 103 >- о + 11-5 от 10. 
В частности, если а==1/2, то 
—10°2 (1:0). 
Если основание логарифма равно 2, то 
== 1-й. 


Пример 3. Случайная переменная { для индикаторов ==. и 
[2=—: событий А и В, для которых Р(АВ), Р(АВ’), Р(А’В), 


Р(А’В’) >0, выражается равенством: 


р Р(АВ . Р(АВ» . 

р не д 
Р(А’В) , Р(А'В’) _.. 

+105 РАУР(В "В + 106 РОВ 


Если события А и В независимы, то события А и В’, А’иВ, 
Д’и В’ независимы и 1=0. Если 15220, то все эти события 
зависимы. | 

`Рассматривавшийся специальный пример будет использован 
в следующей главе при описании информации случайных пере- 
менных. 


Глава 2. 
СРЕДНЕЕ, СЛУЧАЙНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ 


Важнейшей числовой характеристикой случайной переменной 
является ее среднее вероятностное, определяемое как сумма про- 
изведений вероятностей исходов на соответствующие значения 
случайной переменной. В механической модели среднее вероятно- 
стное интерпретируется как центр масс рассматриваемой системы 
точек. Если все исходы равновероятны, то среднее вероятностное 
равно среднему арифметическому. 

С помощью среднего вероятностного определяются другие 
важные числовые характеристики случайных переменных: диспер- 
сия, коэффициент корреляции, информация и энтропля. 

При первом чтении рекомендуется ограничиться параграфа- 
- ми ]— 53. 

Задачи к главе 2 собраны в $ |1 главы 2 части Ш. 
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$ 1. ПРИМЕРЫ 


Рассмотрим несколько примеров, разъясняющих понятие 
среднего вероятностного. 


1.1. Пример 1. Игра с костью 


Игральная кость подбрасывается один раз. Если выпадает 
четное число очков, то игрок выигрывает с рублей, а если 
нечетное — проигрывает. Каково среднее вероятностное выиг- 
рыша игрока? 


1.1.1. Первая модель 


Как было объяснено в примере 1 $ 1 главы 1, подбрасывание 
кости один раз описывается стандартной моделью Лапласа п=6 
равновероятных исходов 1, 2, 3, 4, 5, 6, а выигрыш игрока — случай- 
ной переменной { на множестве исходов И == {1, 2, 3,4, 5, 6}, зна- 
чение /(и#) которой для каждого исхода и определяется таблицен 


и 1 2 3 4 5 6 


Ди) 61-е | —6 | те | ре 


Если выпадает и очков, то игрок выигрывает }(и) рублей. 
Элементарная вероятность р(и) каждого исхода и равна 1/6. 
Среднее вероятностное Е(}) выигрыша } выражает равен- 

ствами: 


Б(Р =УЁ(и)р (и) = (—с) 1/6- (+ с) 16-Е (—с) 1/6-Ё (Ес) 1/6-- 
= (—с) 1/6- (++ с) 1/6 = (= с-не—с-не—с-с)16=0. 


В данном случае среднее вероятностное равно среднему арифме- 
тическому значений случайной переменной [. 

Среднее вероятностное Е(Г) оценивает ожидаемый выигрыша. 
В самом деле, вероятность р(и) исхода и оценивает реализуг- 
мость исхода и, его долю в достоверном событии И. Поэтому 
естественно рассчитывать на долю р(и) выигрыша |[(и), получае- 
мого при реализации исхода и. Следовательно, можно для каждо- 
го исхода и оценить ожидаемый выигрыш произведением {(и)р(и). 
Общий ожидаемый выигрыш будет оцениваться тогда суммой 
всех таких произведений, т. е. средним вероятностным Е(Р) слу- 
чайной переменной [. 

Равенство ожидаемого выигрыша нулю можно истолковать 
как безобидность рассматриваемой игры. 


2.1.1. Вторая модель 


Для решения задачи можно использовать также модель 
с множеством исходов Х={р—с, с} и ‘элементарной вероятно- 
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стью д со значениями 9(—с) =49(-с) =1/2. Игрок с вероятностью 
4 (—с) =1/2 выигрывает —с рублей, а с вероятностью 9(--с) = 
=—1/2 — --с рублей. 

Среднее вероятностное выигрыша выражается равенствами: 


_ 2х9 (х) =—с. ИЗ -с.1/2==0. 


Равенство 
Е(Р = >54 (х) 


объясняется тем, что элементарная вероятность 4 является эле- 
ментарным распределением случайной переменной {| и 


9(—с) =Р({и : (и) =—с}) =р(1) р (3) р (5) = 12, 
9(-с) =Р({и:[ (и) =-с}) =р (2) р (4) + р (6) =1/2. 
#Тоэтому 
Е(Р = Ки) р (и) = (Г) 2) р (2) +НЗ) р (3) КА) р (4) + 
(5) р (5) 1 (6) р (6) =—с9 (—с) + (с) а(+с) =» х9(х). 


2.1. Пример 2. Игра с монетой 


Симметричная монета подбрасывается два раза. Если при 
первом подбрасывании выпадает герб, то игрок выигрывает 
5 копеек, а если цифра — проигрывает. То же при втором 
подбрасывании. Каково среднее вероятностное выигрыша иг- 
рока? | 


1.2.1. Первая модель 


Как было объяснено в примере 2 из $ 1 главы 1, подбрасы- 
вание симметричной модели два раза описывается моделью Бер- 
нулли п==2 испытаний с вероятностью успеха а=1/2, а выигрыш 
игрока при первом и втором подбрасывании и общий — случайны- 
ми переменными [1 (и), [2(и) и [(и) на множестве исходов И== 
—={11, 10, 01, 00}, значения (и), (и) и (и) которых для каж- 
дого исхода и определяются соответственно таблицами: 


и 11 10 01 00 Ц 1В 10 01 00 
(и) | 5 | +5 |5 | 5 12(и) | 5 |—5 |5 |5’ 
и ви 10 01 00 
(и) 1-10 0 0 |—10 


Элементарная вероятность р(и) каждого исхода и равна 1/4. 


Средние вероятностные Е(|), Е(р) и Е(Р выигрышей р, р 
и | выражаются равенствами: 

Е(Н) = А (и) р (и) = (11) р (11) -Р (10) р (10) РЁ (01) р (01) + 
ЕЁ (00) р(00) = (5) (1/4) (+5) (1/4) Е (—5) (1/4) + (—5) (1/4) = 
—(-55-+5—5—5) (1/4) =0, 

Е (2) = (и) р(и) = (-+5—5-Е5—5) (1/4) =0, 

Е(Р = (и) р (и) = (--10--0--0—10) (1/4) =0. 
Как и в примере 1, средние вероятностные равны средним 
арифметическим. 
Заметим, что 
{=й-ЕЬ, Е (р) =Е(П)- Е ($.). 


Это равенство не случайно: 


х}(и) р (и) =НКИ) р (11) (10) р (10) +[ (01) р (01) (00) р (00) = 
— (р (11) ЕЁ (11) ) р (11) + (Р (10) -Р (10) )р(10) 
-Е (Г (01) + Р (01) ) р (От) -- (Ё (00) + Р (00) )р(00) = 
=—>й (и)р (и) Е]: (и)р (и). 


2.2.1. Вторая модель 


Для решения задачи можно использовать также модель с мно- 
жеством исходов Х={—10, 0, --10} и элементарной вероятно- 
стью 4, значение которой для каждого исхода х определяется 
таблицей 
—10 


х 0 


+10 
1/4 


9(х) 1/4 1/2 


Игрок с вероятностью 9(—10) =1/4 выигрывает —10. копеек, 
с вероятностью 4(10) =1/2 —0 копеек и с вероятностью 4(-+10)— 
—-10 копеек. 

Среднее вероятностное выигрыша выражается равенствами: 


5х4 (х) = (—10) (1/4) +0 (1/2) - (--10) (1/4) =0. 
Равенство | 
Е(Р =>х9(х) 
следует из того, что элементарная вероятность д является элемен- 
тарным распределением случайной переменной [. 
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3.1. Пример 3. Выстрел по мишени 


Производится один выстрел по стандартной мишени. Изве- 

стны вероятности получения каждого числа очков. Каково 

‚ среднее вероятностное числа очков?о 

Как было объяснено в примере 3 из 8 1 главы 1, один вы- 
стрел по стандартной мишени описывается моделью с множе- 
ством исходов И == {0, |, 2, $, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10} и элементарной 
вероятностью р, которая предполагается известной, а получаемое 
число очков — тождественной случайной переменной [. Рассмот- 
рим ту же элементарную вероятность р, что и в примере [ из $ 1 
Главы 1, значение р(и) которой для каждого исхода определяет- 
ся таблицей: 


ц 0 [| 2 3 4 5 а 8 9 | 10 


У————————ы—— ыыы —ы—д————— ——————ы—ы=—ы—ы— 


р(и) | 0,01 0,0! | 6,01 0,01 | 0,01 | 0,05 0,05 | 0,05 


1 ® 


—ыы—ыПыДП=ыП—==—ыы=ыы—ыыыы—ы—ы3—3—ы——ы—»ю»ю=—ы—_—ыыы—ы—-=ыыы—ы—ы—ы—ы-——ы—ы—ы 


0,10 10,20 | 0,50 


Среднее вероятностное Е({) числа очков { выражается равен- 
ствами: | 


Е = Ка)р(и) =0-0(0)-1-р(1)--2-р(2)-...-10р(10) = 
—0.0,01--1.0,01--2.0,01--3.0,01--4.0,01--5.0,05--6.0,05--7.0,05-- 
—-8.0,10-9.0,20--10.0,50==8,60. 


В данном случае среднее вероятностное не равно среднему 
арифметическому значений случайной переменной. 

Среднее вероятностное ЕЁ ({) =8,60 оценивает ожидаемое чис- 
ло очков. Заметим, что это число не является значением случай- 
ной переменной [. 


$ 2. ОПРЕДЕЛЕНИЯ 


Среднее вероятностное случайной переменной определяется 
как сумма произведений ее значений на вероятности соответству- 
‚ющих исходов. Оно оценивает ожидаемое значение случайной 
переменной и называется также ее математическим ожиданием. 

Основными свойствами среднего вероятностного являются его 
‘положительность, нормированность и линейность. Эти свойства 
аналогичны основным свойствам вероятности. 


1.2. Определение среднего 


Рассмотрим конечную вероятностную модель (И, 457; р, Р), 
‚случайную переменную ] на И, ее множество значений Х и элемен- 
тарное распределение (0. 
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Определение 1. Средним вероятностным случайной перемен- 
ной называется число 


Е) = Х Кр. 


Примеры 1—3 из $ 1 поясняют это определение. Условимся 
также писать 


Е(Р = (и)р(и). 


Пример. Для модели Лапласа с п=п(И) равновероятными 
исходами среднее вероятностное Ё(7Г) для каждой случайной пере- 
менной | равно ее среднему и 


Еф = Хи 


‚ Обозначим множество всех ия переменных на ИП 
буквой 9. 

Функция Е на множестве 9, значением которой для каждой 
случайной переменной 7 из 9% является ее среднее вероятностное 
Е (р), называется средним вероятностным. 

Из определения элементарного распределения 4 следует, что 
среднее вероятностное случайной переменной { равно сумме про- 
изведений ее значений х на их вероятности 4(х): 

Предложение 1. Е (Р = > #9 Г. 

х= 


Доказательство. По определению, 
Г ф-еши =», 9 =Р(Г" 0) = Х ры 
и=Р“(х 


для каждого значения ХЕЕХ. Используя эти равенства и группи- 
руя слагаемые в сумме, определяющей Е({), получаем: 


0 = Хр = [ Х р )= 
ие ХЕХ \и=-Цх) 


-2(Х 126) = Х, 2)- 


—1/.. 
ыы рр "(= 290) 
хЕХ хеЕХ . 


Предложение 1 доказано. 
Условимся также писать 


Е(Р =х9(х). 


Замечание. Доказанное равенство часто используется в качест- 
ве определения среднего вероятностного. 

Из предложения | вытекает несколько следствий. | 

Первое из этих следствий показывает, что среднее вероятно- 
стное определяется распределением случайной переменной. 

Следствие. Если случайные переменные имеют одинаковые 

распределения, то их средние вероятностные равны. 
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Доказательство. Из равенства распределений случайных пе- 
переменных следуют равенства их множеств значений и элемен- 
тарных распределений. А ‘из предложения | вытекает, что если 
случайные переменные [1 и ]2 на множестве исходов И имеют оди- 
наковые множества значений Х! =. и элементарные распределз- 


НИЯ 91—02, ТО 
Е (Г) = Ух191 (Х1) =>5242 (х2) =Е (р). 


Второе следствие утверждает, что среднее вероятностное 
постоянной равно ее значению. Рассмотрим произвольное число с. 
Постоянную на множестве исходов И со значением с условимся 
обозначать буквой с. 


Правило постоянной: 
Е (с) =с. 


Доказательство. Если [(и) =с для каждого исхода и, то Х== 
= {с}, 9(с) =1 и Е(р=с-1==с. 

Замечание. Если [==с почти всюду, т. е. 9(х) =0 для каждо- 
го значения х=Ес случайной переменной [, то 


Е (ФР = с1 (с) + УХ х9 (я) =с1+0=с. 


Третье следствие утверждает, что среднее вероятностное ин- 
дикатора события равно вероятности этого события. Рассмотрим 
произвольное событие А=И и его индикатор (4. 

Правило индикатора: 


Е (14) =Р(А). 


Доказательство. Если |=, то Х== {1, 0}, 9(1) =Р(А), 9(0) = 
—=Р(А’), Е() =1-9(1)-0-9(0) =Р(А). 

Условимся в дальнейшем среднее вероятностное коротко на- 
зывать также средним случайной переменной. 

Замечание. Правило индикатора показывает, что аналогично 
тому, как события можно отождествить с их индикаторами, веро- 
ятности событий можно отождествить со средними их индикато- 
ров. В этом смысле понятия случайной переменной и ее среднего 
обобщают соответственно понятия события и его вероятности. 

Пример. По прямоугольной решетке, составленной из санти- 
метровых квадратов, ползает муха. В каждом узле решетки она 
поворачивает влево или вправо, выбирая направление наугад. 
Возможные пути мухи из угла А в угол В по четырем отрезкам 
решетки, ориентированным относительно первого пройденного ею 
угла, изображены на рис. 27. 


в в 
7 о! о [о] 
7 
А 


Вне А, 
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Каково среднее расстояние между А и В? 

Движение мухи можно описать моделью Бернулли п=2 ис- 
пытаний с вероятностью успеха а=1/2: соответствие исходов и 
возможных путей указано на рисунке (1 описывает поворот впра- 
во, 0 — влево). 

Расстояние между узлами А и В описывает случайная пере- 
менная 4 с таблицей значений 


[7 11 10 01 00 


а(и) р 272 2 0 


Стандартное представление случайной переменной 4 имеет 
вид: 
а=212 110,2 11,01. 
Среднее для 4 выражается равенствами: 


Е (4) =2.1/4--272.1/4--2.1/4--0.1/4=272.1/4-- 2.1/2 = 
—=272.Р({10})-+2.Р({11, 01}) =272.Е (10) 2-Е (кип) = 


—1--7>/2. 
Замечание. Равенства 
Р({и:Аа(и) =0) =Р ({00}) =1/4 


выражают вероятность того, что муха вернется в исходную точку. 


2.2. Содержание и механическая интерпретация 


Среднее Е(Г) случайной переменной | с содержательной точ- 
ки зрения можно считать оценкой ожидаемого значения случай- 
ной переменной 1. Это можно обосновать следующим образом. 
Вероятность р(и) исхода и оценивает реализуемость исхода и, 
его долю в достоверном событии Ц. Поэтому ‘можно считать, что 
произведение [(и).р(и) оценивает долю значения [(и) для исхо- 
да и в ожидаемом значении случайной переменной 7. Само это 
значение естественно оценивать тогда суммой всех таких произве- 
дений, т. е. средним Ё ([). 

Примеры 1—3 из`$ 1 поясняют это рассуждение. 

Из предложения | следует, что в механической системе то- 
чек х с массами 9(х) среднее Е(Г) является центром масс. 

Пример 1. В примере | из $ | в симметричных относительно 
нуля точках х=р—с и х=-Рс расположены одинаковые массы 
9(—с) =1/2 и 9(-с)=1/2. Центром масс является точка 0 


(рис. 28). 
= 0 я 
Рис. 28. 
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Пример 2. В примере 2 из $ | в точке х=0 расположена масса 
9(0) =1/2, а в симметричных относительно нуля точках х==—10 
и х=—--10 расположены одинаковые массы 09(—10) =1/4 и 
8 (--10) ==1/4. Центром масс является точка 0 (рис. 29). 


@ (#) @ 


—70 0 +70 
Рис. 29. 


Пример 3. В примере 3 из 5 1 расположение масс 4(х) ==р (и) 
в точках х=и определяется соответствующей таблицей. Центром 
масс является точка 8, 6 (рис. 30)._ 


Рис. 30. 


3.2 Основные свойства среднего 


Основными свойствами среднего являются его положитель- 
ность, нормированность и линейность. Последнее из этих свойств 
выражается правилами сложения и умножения на число. Основ- 
ные свойства среднего обобщают основные свойства вероятности. 

Условимся говорить, что функция Ё на множестве # положи- 
тельна, если и только если ее значение Е(Г) положительно для 
каждой случайной переменной [, все значения [(и) которой поло- 
жительны. Т. е. положительность Е означает, что Е(Г) >0 для 
каждой случайной переменной {>0. 

1-е основное свойство. Среднее Е положительно. 

Доказательство. Положительность среднего следует из поло- 
жительности вероятности. Так как р(и) 0 для каждого исхода 
и, ТО для каждой случайной переменной |, для которой [(и) =0 
для каждого исхода и, 

Е(Р =Х Ки) р (и) >0. 

Замечание. Положительность функции ЕЁ не означает, что все 

ее значения Е (Г) положительны. 


Условимся говорить, что функция Е на % нормирована, если 
и только если ее значение Е(1) для постоянной 1 равно числу 1: 


Е(1) =1. 
2-е основное свойство. Среднее Е нормировано. 


Доказательство. Нормированность среднего следует из норми- 
рованности вероятности: 


Е(1) =Ур (и) =1. 
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Замечание. Нормированность среднего вытекает также из след- 
ствия 2 предложения 1. 

Условимся говорить, что для функции Е на % верно правило 
сложения, если значение Е(]--5) функции Е для суммы |-8 
каждых случайных переменных [и © на 0 равно сумме Е (Г) 
--Е (5) значений Е(}) иЕ(5) функции Е для случайных перемен- 
ных [и 5. | 

Правило сложения: 


Е(Е-Е&) =Е(Р-Е(2). 


Условимся говорить, что для функции Е на Я верно правило 
умножения на число, если значение Е(с-!) для произведения с-} 
каждой случайной переменной { на И и каждого числа с равно 
произведению с-Е(Г) значения Е(Г) функции Е для случайной 
переменной [ и числа с. 

Правило умножения на число: 


Е (ср) =с-В(Р. 


Если для функции Е на % верно правило сложения, то гово- 
рят, что она аддитивна. Если для функции Е на % верно правило 
умножения на число, то говорят, что она однородна. Если функ- 
ция Е на 9 аддитивна и однородна, то говорят, что она линейна. 

Определение. Функция Е на множестве % случайных пере- 

менных называется линейной, если и только если для нее вер- 

ны правила сложения и умножения на число. 

Это определение позволяет сформулировать 

3-е основное свойство. Среднее Е линейно. 

Доказательство. Линейность среднего Е следует из линейности 
суммы. Для каждых случайных переменных [и & на 0 и числа с 
верны равенства: 


1]  Е(-5) =х(Ки)) 8 (м) )р (и) =;Каи) р (и) Ув (и) р(и) = 
—=Е (РЕ (5), 
2) Е (с) =Х(с.[(и)р(и) =с.УКи)р (и) =с.Е(Т. 


Значит, среднее Е линейно. 

Три основные свойства среднего выражает объединяющая эти 
свойства 

Теорема. Среднее Е является положительной, нормированной и 

линейной функцией на множестве случайных переменных $9. 

Замечание. Из правила индикатора и теоремы об основных 
свойствах среднего вытекает теорема об основных свойствах ве- 
роятности. | 

Все общие свойства среднего являются следствиями его поло- 
жительности, нормированности и линейности. Предложения, выра- 
жающие эти общие свойства, являются следствиями доказанной 
теоремы. 
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4.2. Следствия основных свойств 


Из основных свойств среднего вытекают, в частности, прави- 

ло вычитания, правило неравенства и общее правило линейности. 
Рассмотрим произвольные случайные переменные [ и & на (0. 
Правило вычитания: 


Е(&—Ю =Е(8)—Е(Р. 
Доказательство. Из линейности среднего Е следует, что 


Е(8—й) =Е(&-(—[)) =Е (8) -ЕЕ (—[) =Е (8) —Е(Т). 


Условимся говорить, что случайная переменная | меньше слу- 
чайной переменной 5, и писать |<, если и только если [| (и) < 
= (и) для каждого исхода и. 

Правило неравенства: 


ЕР =—Е(8) (5—8). 


Доказательство. Из правила вычитания и положительности 

среднего Е следует, что 
| Е (8) —Е (р =Е (8—1) >20, 
если {< & и &—|>0. 

Рассмотрим произвольные семейство ({,) случайных перемен- 
ных р на ПО и семейство (с;) чисел с, имеющие одно и то же 
конечное множество индексов Г. 

Общее правило линейности: 

Е (с};) = с, (т). 

Доказательство. Рассмотрим множество М всех номеров т 
таких, что общее правило сложения верно для каждых семейства 
(1,);=‚ случайных переменных [; на ПО и семейства (с;);=г чисел с» 
множество индексов / которых составлено из т--|1 элементов. 


1. Номер 0=М; 
2. Для каждого номера п верно предложение: если пеМ, то 
п--1=М. Действительно, рассмотрим произвольные семейство 


(|) ет случайных переменных [; на 0 и семейство (с; ет чисел су 
множество индексов / которых составлено из (п--1)-1 элементов. 
Для каждого индекса © определены семейства (ф,);=ги (С;)уе: 
с множеством индексов /=/— {и}, составленным из п--| элемен- 
тов. Положим: 


| < СЁЛь 5 == р» Ср 
= 


Вследствие линейности среднего Е имеем: 
Е=(3 = Е (+ а) =ЕФ+Е(8) = 


]ЕЕТ 
= с» Е (Г,) + Е (2); 
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Если пеЕМ, то | 

Е (= с) = УЕ (7) 
1=1 = 

и, следовательно, 


(№) = сьЕ 0 + Х,чЕ (р = Х 98, 
ЕТ 1=1 1+1 
т. е. п--1ЕЕМ. 

По принципу индукции из пунктов | и 2 следует, что множе- 
ство М равно множеству М всех натуральных чисел. Общее прави-- 
ло линейности доказано. 

Из общего правила линейности следует 

Общее правило сложения: 


Е(>р) => Е (Р.). 


Замечание. В свою очередь, общее правило линейности следует 
из общего правила сложения и правила умножения на число для 
среднего 2. | 

Из правил индикатора, вычитания, неравенства и общего пра- 
вила сложения для среднего Е вытекают правило вычитания, 
правило неравенства и общее правило сложения для вероятности Р. 


5.2. Примеры 


Рассмотрим несколько примеров, поясняющих использование 
правил для среднего ЕЁ. 

Пример 1. Рассмотрим модель Бернулли п испытаний с веро- 
ятностью успеха а и случайную переменную $, равную сумме 
индикаторов $;={у,, событий У, описывающих успех при ]-м испы- 


тании: 


$ — р 57. 


1</<п 


Случайная переменная $ описывает общее число успехов при п 
испытаниях. 

Используя общее правило сложения для среднего, правило- 
индикатора и одинаковость испытаний в схеме Бернулли, по- 
лучаем: | 

Е(9) = > Еб)= № Р(У) =п.а. 


15] <п 15/51 


Для сравнения получим это же равенство, непосредственно. 
используя предложение |. Как было отмечено в пункте 6 из $ 2 
главы |, случайная переменная $ имеет биномиальное распреде- 
ление: 


4(т) = |") а” (1 — а)"-т 
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для каждого номера т=0,..., п. Поэтому 


В {$} = У ту (т) = — т в ат (1 —а)"-т = 


0<т<п 0<т<п 


— "(т а" (1— а)" = 
0<т<я т— 1. 


и я ат-! (1 ыы а)‘"-п-(т-п И 


Е 1 
1<т<п т— 1 


=и.а(а- 1 — а)”-! =п.а. 


Пример 2. Для модели Бернулли п испытаний с вероятностью 
успеха а рассмотрим случайную переменную $/и, описывающую 
частоту успеха. Используя результат примера | и ‘линейность 
среднего Ё, получаем: 


Ви) = (5) певИзалааа. 


В модели Бернулли при любом числе испытаний п среднее 
частоты успеха равно вероятности успеха а. 

Пример 3. Симметричная монета подбрасывается сто раз. 

Каково ожидаемое число появления герба? 

Подбрасывание симметричной монеты сто раз описывается 
моделью Бернулли п==100 испытаний с вероятностью успеха а= 
—1/2. Задача сводится к вычислению среднего для числа успехов. 
Имеем: 


Е ($) =п-:а=100.1/2=50. 


‚ Замечание. В то же время вероятность появления ровно 90 гер- 
бов при 100 подбрасываниях симметричной монеты меньше, чем 
0,08. 


6.2. Правило умножения 


Среднее произведения независимых случайных переменных 
равно произведению их средних. Существуют зависимые случай- 
ные переменные, среднее произведения которых не равно произве- 
дению их средних. 

Рассмотрим независимые случайные переменные {[ и & на 0. 

Правило умножения: 


Е (|5) =Е (р :Е(8). 


Доказательство. Правило умножения для среднего следует из 
правила умножения для вероятности, правила индикатора и 06б- 
щего правила линейности для среднего. 

Для каждых независимых событий А и В из правила умноже- 
ния для вероятности и правила индикатора для среднего’ вытека- 
ют равенства: 


Е (4) =Е (118) =Р(АВ) =Р(А)Р(В) =Е СДЕСЬ). 
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Обозначим множества значений переменных Г и © буквами 
Х и У. Независимость случайных переменных [ и & означает неза- 
висимость событий А=р"!(х) и В=в`'(у) для каждых хеХ и 
УЕУ. Используя стандартные представления случайных перемен- 
ных Ги ©, полученное равенство для индикаторов и общее правило 
линейности для среднего, убеждаемся в том, что 


Е (| =Е|] Ум, мин) = 
хЕХ г а (0 


7 (х) уЕУ 
=Е/ »\Х и р \= У ЕП а = 
ее ор 
г № Бе ЕР | 
х=Хе ик у (1, а и ци |= 


\ хх ыы и. _ ы . 
— Е |2 о Е (2? г р) ЕФЕ (8) 

Правило умножения для среднего Е доказано. 

Замечание. Из правила умножения для среднего и правила 
индикатора, в свою очередь, вытекает правило умножения для 
вероятности. 

Рассмотрим семейство ({;) независимых случайных переменных 
Г; на О, имеющее конечное множество индикаторов Г. 

Общее правило умножения: 


Е (ПР) =ПЕ(Б). 


Доказательство. Рассмотрим множество М всех номеров т 
таких, что общее правило умножения верно для каждого семей- 
ства ([,);=: независимых случайных переменных 1, на Ц, множ?- 
ство индексов / которого составлено из т--1 элементов. 

1. Номер 0=М; 

2. Для каждого номера п верно предложение: если пеМ, то 
"--1=+М. Действительно, рассмотрим произвольное семейство 
(7) = независимых случайных переменных Г, на Ц, множество 
индексов Г которого составлено из (ИНО! элементов. Для каж- 
дого индекса еЕ=/ определено семейство ({).=; независимых слу- 
чайных переменных [; на И, множество индексов /==1— {1} кото- 
рого составлено из п--|1 элементов. Положим: 


| в -= ты 


Из независимости случайных переменных |}; семейства (7;), 1 выте- 


кает независимость случайных переменных [и 5. Следовательно, 
по правилу умножения, 


Е(Г-8) =Е(Р.Е(8). 
Если пеМ, то 
Е (5) = — (7) 
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и, значит, 


гы 7) = Е. 8) =Е{.Е (8) =Е({,) ПЕ) = ПЕ(), 
Е _ 19 1=1 
т. е. п 1еЕМ. 

По принципу индукции из пунктов | и 2 следует, что множе- 
ство М равно множеству М всех натуральных чисел. Общее пра- 
вило умножения доказано. 

В следующих примерах 1—3 рассматривается модель Бернул- 
ли п=2 испытаний с вероятностью успеха а. | 

Пример 1. Случайные переменные /=$1 =, И 8в=$=, 
независимы. Для них 

Е (Г-&) =Р( ТУ?) =Р(7,)Р(72) =Е(РЕ(в) =“. 


Пример 2. Если 0<а<1, то случайные переменные [=$: и 
б=—5$=5$:--52 зависимы. Для них 


Е ([-8) =Е (Я + 515.) = Е ($1) + Е (515.) = а а? 52 а-2а = Е(Р Е(@)- 


Пример 3. Если О<а<, то случайные переменные [=$1— 52 
и в=$;:--52 зависимы: 


Р([' (0) 8-1 (0) ) =Р ({00}) = (1—а) 25 [а?-- (1—а)*] (1—а)*= 
—=Р({11, 00})Р({00}) =Р(Г' (0))Р (= (0)). 
В то же время для них 
Е ({- 8) = ЕЦ: — %) (1 з)] = Е (я — $) = 
=Е (51) —Е (52) =а-а=0=Е (51) — Е (5) = 
= Е ($1 — $5) = Е ($1 — 52) Е (51 - $) = ЕР Е(8). 


Замечание. Примеры 2 и 3 показывают, что правило умноже- 
ния для среднего для некоторых зависимых случайных перемен- 
ных верно, а для некоторых — нет. 

Пример 4. Случайные переменные Ч, о. ПЕ 
для примера Бернштейна с раскрашенным тетраэдром, рассмотрен- 
ного в пункте 5 из $ 5 главы 3 части 1, зависимы. Для них 


Е (РЁ) =Р (с1с2сз) =1/4=2-1/8=Р (с1)Р (с2)Р (сз) =Е(р)Е(Ь)Е(В). 


Пример 5. Для модели Бернулли и испытаний с вероятностью 
успеха а рассмотрим непересекающиеся части К и Г множества 
{1,..., п}, составленные соответственно из Ё и [ номеров. Поло- 
жим [, = [у, для каждого номера ]=К и/) =, для каждого но- 
мера /=Ё. Рассмотрим семейство (Г,);=г случайных переменных ро 
с множеством индексов [=А--Ё. Из независимости испытаний в 
модели Бернулли следует независимость случайных переменных [р 
этого семейства. Из правила индикатора, общего правила умно- 
жения и равенств 


Р(У;) =а, Р(П)})=1-—а 
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следует формула успехов и неудач: | 
Р УуПН\ =Е(ПР = ПП = 
Го ) и 1) | Й = е (7) 


= П Р(УДР(Н) = а* (1 — а). 
= 


Таким образом, если доказать равенства для вероятностей 
успеха и неудачи, не используя формулу успехов и неудач, то эта 
формула будет следствием общего правила умножения для сред- 
него. 

В частности, среднее произведения 

Р= ЦП 5} 


1</<п 


выражается равенством 
Е (р) =а". 


Задачи к $ 2 собраны в $ 1 главы 2 части Ш. 


$ 3. ДИСПЕРСИЯ 


Среднее является очень грубой характеристикой случайной 
переменной: ее значения могут сильно отклоняться от среднего. 
Поэтому — для более точного описания случайной переменной — 
рассматривается ее дисперсия, измеряющая близость значений 
случайной переменной к среднему. 


1.3. Примеры 


Рассмотрим несколько примеров, разъясняющих понятие дис- 


персии. 
Пример 1. В примере 1 из $ | игры с костью среднее выигрыша 
{ равно 0 при любой ставке с. Чем больше с, тем сильнее значе- 
ния —си -Ёс случайной переменной { отклоняются от среднего 


Е(Р =0 (рис. 31). 
иди ид дДдБьеЦЬЕкодоиЬоБ—__—и Ши —— 
-с _ -2 7 0 ТТ 2 Га 
Рис. 31. 


Это отклонение можно описать средним О(Г) случайной пере- 
менной (7—Е ([))?, которое называется средним квадратичным от- 
клонением или дисперсией случайной переменной [: 


В (= В (2) =". 
Механически дисперсию О(Р в рассматриваемом примере 
можно представить себе как момент инерции относительно центра 


гантели длины 2с с массами 1/2 на концах: чем длиннее гантель, 
тем больше момент ее инерции. 
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Удобно использовать также стандартное отклонение 
$(р=ур( =с. 
В данном случае абсолютные отклонения всех значений слу- 


чайной переменной Гот среднего Е ({) =0 не презосходят стандарт- 
ное: 


Аи) — Е (Р) [=== (Р. 


Пример 2. В примере 2 из $ 1 игры с монетой среднее Е (Г) 
выигрыша | равно 0. Значения —10 и --10 случайной переменной 
Г отклоняются от среднего Е (7) =0 (рис. 32). 


Это отклонение можно описать средним 0({) случайной пере- 
менной (/—Е ({))?, называемым дисперсией случайной перемен- 
Ной [: 

ВР =Е[ (7-Е ($) 2] = (—10—0)21/4-{ (0—0)*1/2-- 
- (--10—0)*1/4==50. 

Удобно также рассматривать стандартное отклонение случай- 

ной переменной {: 

$(Р=7рФ =150=7 
В этом примере абсолютные отклонения значений —10 и -10 
случайной переменной [ от среднего Е({) превосходят стандартное 


отклонение $({) =750, но все значения { не превосходят (1,5)5 (7). 
В пределах стандартного отклонения расположена половина рас- 
пределения случайной переменной {: 


Р({и: Ки) —Е (ФР |<5$(Р}) =Р {0} = 12. 


Пример 3. В примере 3 из $ | с выстрелом по мишени среднее 
Е(Г) числа очков [ равно 8,6. Значения случайной переменной } 
отклоняются от среднего Е =8,6. Это отклонение можно опи- 
сать средним О({) случайной переменной (/[—Е({))?, т. е. диспер- 
сией случайной переменной 7: 


(р =Е[(—Е({)?] = (0—8,6)20,01- (1—8,6)20,01-Н(2—8,6)20,01-- 
++ (3—8,6)20,01-+ (4—8,6)20,01- (5—8,6)20,05-+ (6—8,6)20,05-Е 
+ (7—8,6)20,05- (8—8,6)20,10- (9—8,6)20,20-Ё (10—8,6)20,50 А= 4,4 
Удобно использовать также стандартное отклонение 
$(Й =) =14,4=2,1. 
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В этом примере абсолютные отклонения значений случайной 
переменной { от среднего Е (7) =8,6 не превышают 4,5 стандарт- 


ных отклонений: 
|7 (и) —Б (Г) | < (4,5) 5$ (Р) 
для каждого исхода и. В пределах стандартного отклонения рас- 
положено 85% распределения случайной переменной {: 
Р({:и| (и) ФЕ (1) |<5$(0}) =Р({7, 8, 9, 10}) =0,85 


В пределах двух стандартных отклонений расположено уже 95% 


распределения {: 
Р({и: | (и) —Е (1) |<25(Р)}) =Р($, 6, 7, 8, 9, 10}) =0,95 
2.3. Определения | 


Рассмотрим конечную вероятностную модель (И, .5%; р, Р) 
случайную переменную [ на (Ц, ее множество значений Х, элемен- 


тарное распределение 4 и среднее Е (7) 
Определение 2. Дисперсией случайной переменной ! называет- 


ся число 
ие 2 

РВ =Е[ (Е (0)? 
Обозначим множество всех случайных переменных на 0 бук- 
вой %. Функция О на множестве Я, значением которой для каж- 
дой случайной переменной { из Я является ее дисперсия О(р, 


Предложение 2. О (Ё) = 

Доказательство. Используя определение среднего и группируя 
слагаемые по аналогии с доказательством предложения |, полу- 
х (®-ЕФ р) = 


называется дисперсией 
При вычислении дисперсии часто бывает полезно 
2(х—Е (1) )?9 (х). 


чаем: 
В (р) = 2 (1 (и) — Е (р р (и) = 5 ( = 
и Х=Х \и=;-ЦКх) 
В У» ри= 
и=/-1(х) 


Е! р = Х 


-3( > 
х=ЕХ и=!—1(х) 
Хе - 2020-10) = Х@—Е0969 


_ Предложение 2 доказано. 
Пример. В примере о блуждании мухи по решетке (пункт | из 


$ 2), используя предложение 2, получаем: 


р(а) = [272— (1--у2/2) ]21/4-- [2— (1--72/72) ]21/2-- 


+ [0— (1--72/2) 21/4=5/2—2 
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| Пример. Для индикатора }={„ произвольного события А из 9 
имеем: 


Х=={1, 0}; 9(1)=Р(А), 9(0)=1—Р(А); Е(=Р(А); 
Вр = (1—Р(А))?Р(А) | (0—Р(А))?(1—Р(А)) = 
—=Р(А) (1—Р(А) +Р(А)) =Р(А) (1—Р(А)). 


Таким образом, для дисперсии О верно 
Правило индикатора: 


р (14) =Р(А) (1—Р(А)). 


В частности, если Р(А) =1/2, то О (14) = 1/4. 
Упражнение. Доказать, что 


О (14) <1/4 


для каждого события А. 
Так как случайные переменные с одинаковыми распределения- 


ми имеют одинаковые средние, то из предложения 2 вытекает 
Следствие. Если случайные переменные имеют одинаковые 
распределения, то их дисперсии равны. 
Это следствие показывает, что дисперсия, как и среднее, опре- 
деляется распределением случайной переменной. 
Определение 27. Стандартным отклонением случайной перемен- 
ной | называется число 


$(Р=тВ (р. 


Пример. $ (14) =7УР (А) (1—Р(А)). 

В частности, если Р(А) =112, то $ (14) = 1/2. 

Функция $ на множестве Я, значением которой для каждой 
случайной переменной { из Я является ее стандартное отклоне- 
ние $ (/), называется стандартным отклонением. 


3.3. Содержание и механическая интерпретация 


Дисперсию О(Г) случайной переменной { с содержательной 
точки зрения можно считать оценкой отклонения значения слу- 
чайной переменной { от ее ожидаемого значения Е(р). Примеры 


1—3 пункта | поясняют это. 
В механической системе точек х с массами 9(х) дисперсия 
О(Р) является моментом инерции относительно центра масс Е({. 


4.3. Свойства дисперсии 


Положительность. Д (1) >0. | 
› Доказательство. Из положительности среднего Е и квадрата 
(Г—Ё (1) )? следует, что 


В(Р=Е[ (7-6 (1) )*] >0. 
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Рассмотрим произвольную постоянную с на (0. 
Правило постоянной: 


Ве) ==0: 

Доказательство. Из правила постоянной для среднего Ё сле- 

дует, что 
р()=Е[(—Е(6))*] =Е[(е—с) ] =Е(0) =0. 

Общее правило постоянной. Дисперсия случайной переменной 

равна нулю, если и только если | почти всюду равна некото- 

рой постоянной с. 

Доказательство. Если {==с почти всюду, то Е (}) =с, |-—Е (р) =0 
почти всюду и 


—=Е[(}—В (|) )*] =0. 
Обратно. Если 
ВР =х([(и) —Е ([))*р (и) =0, 
то р(и) =0 для каждого исхода и, для которого [(и)=ЕЕ(р, и, 
значит, |= (Г) почти всюду. 


Рассмотрим произвольное число а. 
Правило умножения на число: 


В(ар =@р (ТР. 


Доказательство. Из правила умножения на число для среднего 
Е следует, что 


р (а) =Е[ (а Е (а) )*] =Е[(а—аЕ (7) )*] ==Е [а* (7-Е (р) )*] = 
—а?Е[(7—Е (|) )*] =а°р (р. 
Правило прибавления постоянной: 
р (Ёс) =Б(Р. 

Доказательство. Из правила сложения и правила постоянной 
для среднего Е следует, что 

рис) = Е[ (Ее) -Е (1+) )] = Е[{ ры Е(Э-Е(с))?] = 

= Е(ЕЕе-Е(И 6) =Е[(-Е (р) = (р. 

Рассмотрим независимые случайные переменные {[ и & на (0. 

Правило сложения: 


(Е) =Б (РБ (8). 


Доказательство. Из линейности среднего Е следует, что 
(1-5) =Е[((Г-8) Е (+2) )] =Е[(ЕЕЕ—ФЕ(Р-Е (5) )*] = 
=Е[((7—Е(Р)-+ (8-Е (8)))*] =Е[ (7-Е СР) )?-Е (8—В (8) )°-- 

2 (7-Е (Р)) (8—Е (8) =Е[(--В (р) -ЕЕ[(8—Е (8) )°] + 
2Е[ (1-Е (Г). (8—Е (8))] = Б(Рр-В (=) +2Е [7-Е (1) (8—Е (2)) ]. 
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Снова используя линейность и правило постоянной для среднего 
Е, правило умножения для независимых случайных переменных | 
и 5, получаем: 


Е[ (7-Е (Р) (8—6 (5))] =Е[-&—Р8 (8) —В(РЕ--Е(РЕ($)] == 
—=Е(1-=)—ЕПЕ(2)] Е ЕР ]-Е[Е(РЕ(5)]=8(РЕ()— 
—Е(РЕ(3)—Е(РЕ(5)--Е РЕ (8) =0. 

Таким образом, 


р(Ё+8) =В(Р-Ь (8). 


Правило сложения для дисперсий доказано. 

Рассмотрим семейство ([;,):=: попарно независимых случайных 
переменных [; на Ц 

Общее правило сложения: 


р (57) =>0 (Г;). 


Доказательство. Используя общее правило сложения для сред- 
него ЕЁ, получаем: 


712 ле] - би - 


=Е —Е У ЕС ы (1)))1 = 
(>, (1, (2) |= Е], (,—Е(1)) Х #-Е\Г)) 
= [ая > -Е р 09] = 
=> >, ЕЕ Е (1) ,—Е())1. 


Воли. 2==), О 
Е[(}— Е (Р))) (4-Е (Р;)) |= ЕВЕ (В) )] = (Р). 
—_ о вследствие независимости случайных переменных. 
Е (—В(1)) (/—Е (р) =0. 
Таким образом, 
2(51;) =>Ъ (В. 


Общее правило сложения для дисперсии доказано. 
При вычислении дисперсии часто бывает полезна 
Формула квадратов: 


В(р=Е(Р)—Е*(}. 


Доказательство. Из линейности среднего Ё и правила постоян- 
ной следует, что 
р(р=Е[ 1-Е (7 )?] =Е[Р—27Е (р -+Е*(Р] = Е(Р)—2Е (РЕ 
ЕТЕ?(Р ] =Е(Р) —2Е* (Г) -Е*(Р =Е(Р)- Е? (р. 
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Пример. В примере о блуждании мухи по решетке (пункт 1 
из $ 2), используя формулу квадратов, получаем: 


2 (а) =Е (4?) —Е? (а) = [2.1/4 (272)?1/4--2?1/4] — [1--272]2= 
—=5/2—12. 


Результат совпадает с полученным в пункте 2. 


5.3. Примеры 


Рассмотрим несколько примеров, разъясняющих использова- 
ние свойств дисперсии. 
| В примерах 1—3 используется модель Бернулли п=2 испыта- 
ний с вероятностью успеха а. 

Пример 1. Случайные переменные {= =фу, и в =$. =фу, 
независимы. Для них 


В(+8) =В (РБ (8) =24а(1—а). 


Пример 2. Если 0<а-<\1, то случайные переменные {=$1 и 
9=5$1-5$2 зависимы. Для них | 


р(|--8) =2 (251--52) = (251) НО (52) =4р ($1) НР ($) —5а(1—а4) = 
За (1—а) =р ($1) + Р ($152) =р (РО (5). 


Пример 3. Если 0<а-<1, то случайные переменные }/=5$1—52 
и &==$1-Ё52 зависимы. В то же время для них 


В (+5) =р (251) =40 (51) =4а(1—а) = 0 ($1) ЕО (—2) ЕР ($1) + 
-Ь ($2) = (51—52) +2 (51-52) =р (Р-Р (3). 


Замечание. Примеры 2 и 3 показывают, что правило сложения 
для дисперсии для некоторых зависимых случайных переменных 
верно, а для некоторых — нет. 

Пример 4. Случайные переменные =, р=Ь,, ВЕ, 
для примера Бернштейна с раскрашенным тетраэдром попарно 
независимы. Для них | 


В(Н-НЬ-Н) =В (р) +В (РР) В (2). 


Пример 5. Рассмотрим модель Бернулли п испытаний с веро- 
ятностью успеха а и случайную переменную 
гы: = № 
р $} — —ы ТУ» 
1</<п 151" 1 


© — 
описывающую число успехов. 

Случайные переменные $; являются независимыми индикато- 
рами. Используя общее правило сложения и правило индикатора 
для дисперсии, получаем: 

р ($) = 22) = № РУ)а-Р(У)) =п.аа—а). 


1<7< << 
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В частности, если и==100 и а=1/2, то 0($) =25 и $($) = 
—1]/0 ($) =5. 

Пример 6. Для модели Бернулли п испытаний с вероятно- 
стью успеха а рассмотрим случайную переменную $/й, описываю- 
щую частоту успеха. Используя результат примера 5 и правило 
умножения на число для дисперсии, получаем: 


р (5/п) = (5) ["?=па(1—а) [1?=а(1-—а)/п. 
В частности, если п=100 и а=1/2, то 
р (5/1) =1/400 и $ (5/1) =7рР ($/п) = 1/20. 


Задачи к $ 3 собраны в $ | главы 2 части Г. 


$ 4*. КОРРЕЛЯЦИЯ 


Коэффициент корреляции случайных переменных позволяет 
определить, являются они линейно зависимыми или нет: если аб- 
солютное значение коэффициента корреляции равно единице, то 
случайные переменные линейно зависимы, если оно строго мень- 
ше единицы,— то нет. Можно сказать, что коэффициент корреля- 
ции измеряет близость зависимости случайных переменных к ли- 
нейной. 

Общая задача о зависимости или независимости каждых двух 
случайных переменных с помощью коэффициента корреляции ре- 
шается лишь частично: если коэффициент корреляции не равен 
нулю, то случайные переменные зависимы, но если он равен нулю, 
то они могут быть как зависимы, так и независимы. | 


1.4. Примеры 


Рассмотрим несколько примеров, поясняющих понятие корре- 
ляционной зависимости случайных переменных. 
Коэффициент корреляции К(А, В) возможных событий А иВ 
определяется равенством ` 
К(А В Р(АВ)—Р(А)Р (В) | 
УР (А) (1—Р(А)) Р(В) (1—Р(В)) 


Естественно назвать коэффициентом корреляции К(|, ©) индика- 
торов |=. И 6—1 событий А и В коэффициент корреляции 
К(А, В) этих событий. По правилам индикаторов, для среднего 
Е и дисперсии О для индикаторов [= и & = событий Аи В 
верны равенства 

Е (12) =Р(АВ), Е(РЕ(5) =Р(А)Р(В), 


ВБ =Р(А)(1-Р(А)), Б(8) =Р(В) (1—Р(В)). 
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Следовательно, | | 
Е (1) — Е (РЕ (8) 
К ($, 5) — ные 
УБР (2) 
Этим равенством можно определить коэффициент корреляции 
каждых невырожденных случайных переменных [и #, для кото- 


рых 2 ([) 5=0 и (5) =20. 
В примерах 1—5 используется модель Бернулли п=2 испы- 


таний с вероятностью успеха а (0<а<]). 
Пример 1. Случайные переменные [= 31 = ГУ, и б = $. =фу, 
независимы. Для них 


Е (<) =Е(РЕ(8), К(Т, 8) =0. 


Пример 2. Случайные переменные {=$: и в=$;:--5. зависимы. 


Для них 
а -— а? — 23а? | 


аа 


№ Уа (1 — а) 2а (1 — а) 

Замечание. Примеры 2 и 3 показывают, что коэффициент кор- 
реляции для некоторых зависимых случайных переменных равев 
нулю, а для некоторых — нет. Это отличает его от коэффициента 
корреляции событий. | 

Пример 4. Случайные переменные |=$, и ©== 25,3 линейно. 
зависимы. Для них | 

5а — а (2а-№ 3) 
К 7 иски инки Отт —- И 
(7, 8) Уаз — а) 4а (1 —а) 

Пример 5. Случайные переменные {=5$1 и е=—$:--5 линей- 

но зависимы. Для них 
За —а (—2а- 5) 1 


К (у, Е ЕЕ: 2 


2.4. Определение 
Рассмотрим конечную вероятностную модель (И, 55; р, Р) и 
случайные переменные [, © с невырожденными распределениями: 


Определение 3. Коэффициентом корреляции случайных пере- 
менных | и © называется число 
Е (1.8) — Е (РЕ (8) 
К , тента В 
(=) УР О (=) 
Коэффициент корреляции симметричен: 


К(Р, а) =К(в, |). 


Среди свойств коэффициента корреляции выделяется 
Основное свойство. Если случайные переменные | и © зависи- 


мы, то К(р 8) =0. 
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_ Доказательство. Если случайные переменные } и © независимы, 
то по правилу умножения для среднего 
Е (|5) =Е (РЕ (5) 


Е(Ё-8) -Е(РЕ(8) =0, К(р, &) =0. 


Замечание. Пример 3 пункта | показывает, что обратное ут- 
верждение не верно: из равенства нулю коэффициента корреля- 
ции не следует независимость случайных переменных. Условие 
К({, 5) =0 является необходимым, но не достаточным условием 
независимости случайных переменных [и 5. 

‚ Основное свойство коэффициента корреляции можно сформу- 
лировать также в следующей эквивалентной форме: если 
К({, 5)==0, то случайные переменные {| и с зависимы. Условие 
К (|, 5) ==0 является достаточным, но не необходимым условием 
зависимости случайных переменных | и 5. 

При исследовании свойств коэффициента корреляции бывает 


полезно 
Предложение 3. К (}, 5) = на 
Доказательство. В самом деле, 

ЕЕ (Р)) (8—6 (8))] =Е[(Г.8—{Ё-Е(8)—Е(Рр-5--Е (Е (8) ] = 
—=Е{!.8)—Е (РЕ (&)—Е(РЕ(&) ЕЕ (ФЕ(5) =Е (8) -ЕФЕ($), 
$(7-Е (А =7р (ФЕ (Р) =7Б (В, $(8—Б(8)) =75(8—Е(в)) = 

—=72 (8). 


Рассмотрим произвольные постоянные 6 и 4. Из предлязхе- 
ния 3 вытекает 


Следствие. К (1-6, &--4) =КЦР, 5). 
Доказательство. В самом деле, 


(7-6) —В(Е-ЕЬ) ={--Е(Р, 
в--а—Е (в-ра) =в—Е (в). 


3.4. Геометрическая интерпретация 


и, следовательно, 


По-прежнему рассматриваются случайные переменные на дан- 
ном множестве исходов (0. 

Каждую случайную переменную {| можно центрировать с по- 
мощью ее среднего Е(Г) и рассматривать случайную переменную 


—={-—В(Р, 
среднее которой равно нулю: 
Е (р) =Е(Р-—Е[Е(Р ]=Е(Рр—Е(Р =0. 


Рассмотрим модель Бернулли п=2 испытаний с вероятностью 
успеха а (0<в<1). 
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Пример 1. Если {[=$. и &==$50, то к=$1—а и @==5$2—а. 
Пример 2. Если б=5$:-52, ТО б,=$!1-52—2а==($1— а) - ($2—а). 
Пример 3. Если {=$\— 52, то ==}. 

Условимся каждую случайную переменную, среднее которой 
равно нулю, называть центрированной. Из линейности среднего 
следует, что сумма и произведение на число каждых центрирован- 
ных случайных переменных являются центрированными случайны- 
ми переменными: | 


Е (+5) =Е (р) + Е (80) =0--0=0, 
Е (ср) =сЕ (фр) =с:0=0, 


если 
Е (р) =Е (80) =0 


Поэтому центрированные случайные переменные можно пред- 
ставлять себе как векторы. 

Стандартное отклонение $ (Г) можно интерпретировать как 
длину центрированной случайной переменной [о. 

Из определения стандартного отклонения следует, что 


5 (р) >0 


Определение. Случайная переменная {| называется вырожден- 

ной, если и только если она имеет вырожденное распределение. 

Из общего правила постоянной для дисперсии следует, что 
случайная переменная { является вырожденной, если и только 
если она почти всюду равна некоторой постоянной с. 

Равенство $ (№) =0 эквивалентно вырожденности [о. 

При исследовании дальнейших свойств стандартного отклоне- 
ния будет использоваться неравенство Шварца для среднего и 
стандартного отклонения. 

Рассмотрим произвольные случайные переменные ] и 5. 

Определение.Случайные переменные | и 8 называются линей- 

но зависимыми, если и только если существуют число а и по- 

стоянная 6 такие, что а:|—в==6 почти всюду. 

Примеры. В примерах 4, 5 пункта |1 случайные ен ис 
линейно зависимы. В примерах 1—3 — нет. | 

Рассмотрим произвольные центрированные случайные пер?- 
менные [о и 5%. 

Неравенство Шварца: |Е(|:50) | <5$ (р)$ (50%), причем ра- 

венство верно, если и только если р и 8, линейно зависимы. 

Доказательство. Так как случайные переменные р и 5 центри- 
рованные, то 


$) =ИЕВ), $) =ИЕ(®) 


и, следовательно, доказываемое неравенство эквивалентно неравен- 
ству 


а = Е? (к-8) — Е (К) Е (0) <0. 
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Левая часть 4 этого неравенства является дискриминантом квад- 
ратного уравнения 


Е (В) * —2Е (4-8) х НЕ (0) = 0. | 
Из линейности и положительности среднего Е вытекает, ‚что 
Е (В) **—2Е ({- 6) х- Е (8) = Ех — в) >0 
Поэтому рассматриваемое уравнение либо имеет корень 
х=а=Е(р-80)/Е (В), 


либо не имеет вещественных корней. 
Соответственно либо 4==0, либо а<0. Следовательно, всегда 
4=<0, причем равенство 4==0 верно, если и только если 


Е[(а— во)" ] =0. 


В свою очередь, это равенство верно, если и только если а —о=0 
почти всюду. Лемма | доказана. 
Из неравенства Шварца вытекает неравенство треугольника 
и правило умножения на число для стандартного отклонения. Ана- 
логичные неравенство и правило верны для длины вектора. 
Рассмотрим произвольные центрированные переменные Го [$ 
и число С. 


Неравенство треугольника: $ (1-5) <$ (р) -Е$ (50). 
Доказательство. Используя линейность среднего ЕЁ и неравен- 
ство Шварца, получаем: 
52 (Ро + во) = Еф в) = Е [+ 41-55 + ©] = 
=Е(®) + Е (20) + 2Е (ф-80)'= 5* (1) + 5* (в) РЕ (1-80) < 
< 5* (1%). 5* (80) + 25 (1%) $ (вв) = [5 (®) + $ (в. 
Отсюда следует неравенство треугольника. 
Правило умножения на число: 
$ (с) =|с|-$ (1). 
Доказательство. Используя правило умножения на число для 
среднего Е, получаем: 


$ (с/,) = УЕ: = У вЕ(В) = ИЕ) =|:5(®. 


Коэффициент корреляции К(, 60) можно интерпретировать 
как косинус угла между невырожденными центрированными слу- 
чайными переменными [о и 80: 


$ (о) >>0, $ (80) >>0. 


Из неравенства Шварца вытекает 
Правило косинуса: 


[К (ф, 20) | < 1, 
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причем равенство верно, если и только если ю и 8%, линейно 

зависимы. 

Доказательство. Так как случайные переменные [ и 5% центри- 
рованные, то 


_ Е (Фо: 8) 
К (»› 0) = 505 (а 


Отсюда и из неравенства Шварца следуют доказываемые нера- 
венство и утверждение. 

Правило косинуса позволяет интерпретировать равенство 
К (р, 50) как ортогональность случайных переменных р и &%, 
а равенство |К(А, 50)|=1— как ‘их параллельность. Если 
К(р, 5) =-1, то р и 8 одинаково направлены, а если К (|%, во) = 
——1 — противоположно. Можно также сказать, что |К(й, 50) | = 
—1|, если и только если [о и бо лежат на одной прямой. 

Все эти термины употребляются для векторов на плоскости 
и косинуса угла между ними. 

Сказанное можно пояснить рисунками для примеров 1—5 
пункта 1 (рис. 33). 


г 


0=5,-а 90=26$,-а) 90=2(5,-а)|=$5/,- 


Рис. 33. 


4.4. Свойства 


Рассмотрим невырожденные случайные переменные |, би 
определяемые ими центрированные случайные переменные 


—=7—Е (|), &5=8—Е(8). 
Из предложения 3 следует, что 
К(Р, &) =К(Ф, 50). 
Поэтому все сказанное в пункте 3 для коэффициента корре- 
ляции центрированных случайных переменных К([о, 50) верно и 


для А (Т, 8). 
Правило косинуса: | ([, 5) | <1, причем равенство верно, 
если и только если | и в линейно зависимы. 
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Доказательство. По уже доказанному правилу косинуса для 
центрированных случайных переменных 


[К (р, &) |= |К(Ф, 80) | <1. 


Причем равенство верно, если и только если существует число а 
такое, что @а^—бо==0 почти всюду. 
Для каждого исхода и равенство 


ао (и) —8о (и) =0 
эквивалентно равенству 

а (и) —5 (и) =6, 
где 

Ь=аЕ (р —Е (8). 


Следовательно, равенство а, —8,==0 (почти всюду) эквивалентно 
равенству а/—9==6 (почти всюду). 

Вместе с невырожденными случайными переменными |, & рас- 
смотрим также числа а5=0, с520 и постоянные 6, 4. Говорят, что 
случайные переменные а/--6 и са--4 получаются из случайных 
переменных [и & линейными преобразованиями. 

Для каждого вещественного числа х определим знак зоп х 
числа х равенством 


+1 “>00, 
_ звпх = 0 (х=0), 
—1 &<0. 


Правило линейных преобразований: 
К (а{-Ео, са--а) =з8п (а) К(р, 2). 


Доказательство. В самом деле, используя линейность среднего 
Е, правила умножения на число и прибавления постоянной для 
дисперсии О, получаем: 


Е[(а-5) (св-а) ]—Е (а -Но) Е (св-а) =ас[Е({.8)—Е(РЕ(8)], 
$ (аЁ--5) = |а|.5 (7), $ (са-а) =|с|.$ (8). 
Следовательно, 


К (а - в, се+а) = К(ф 8) = зп (а) КЗ). 


[ас] 


Следствие. К (—}, 5) =К(}, —8) =—К(р 8). 
Примеры 4, 5 пункта 1 поясняют применение правила линей- 
ных преобразований для коэффициента корреляции. 


5.4. Примеры 


Рассмотрим несколько примеров вычисления коэффициента 
корреляции. 
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Пример 1. Из формулы квадратов для дисперсии следует, что 


Е (1?) — Е? (7) 
К Ве В сен, РН 
(2) т 
для каждой невырожденной случайной переменной [. Тот же ре- 
зультат можно получить, используя предложение 3 и правило 
прибавления постоянной для дисперсии: . 


кл ЕМ-ЕФ _Р® | 


53 (1—Е(1)) РО 


Пример 2. Из равенства К (р, [) =! и правила линейных преоб- 
разований следует, что 


КС, —Г) =—1. 


В примерах 3—5 используется модель Бернулли п испыта- 
ний с вероятностью успеха а (0<а<!). 

Пример 3. Из результата примера | и правила линейных преоб- 
разований следует, что коэффициент корреляции числа успехов 5$ 
и частоты успехов $/п выражается равенствами: 


_ К($, 5/1) ==К ($, $) =1. 
Пример 4. Так как | д. 
Е ($15) = й. о г в р Е (515) =а+ (п— Та’, 


1<]<п <)<п 
Е ($1) =а, Е ($) =па, 0 ($1) =а(1—а), 2($)=па(1—а), 


то | 
а- (п— 1) а? —па? | 


О = Упа (1 — а) _ Ув’ 


Замечание. Результат соответствует интуитивному представле- 
нию о том, что с увеличением числа п слагаемых сумма $ должна 
меньше зависеть от одного из них. 

Пример 5. Рассмотрим случайные переменные 

р = П $1» $ = ра 57- 


1<]<п 1<]<п 


Как было показано, 
Е ($) =па, 0($) =па (1—а). 
Так как случайные переменные $, семейства (5;) <<" Независи- 
мы, то из общего правила умножения следует, что 
Е (р) = П Ез=а". 
1<]<п 


Используя равенство р?==р и формулу квадратов для дисперсии, 
получаем: 


Р(р)=Е (р?)— Е? (р) =Е(р)—Е? (р) =а" (1—а"). 
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Наконец, так как р:5=п.р, то 
Е(р-5) =Е(п.р) =пЕ (р) =п-а". 
Следовательно, 
па" — папа 


| — а 
р = па? =. 
К (р, У ла(1 — а) 9”) и | —а 


В частности, если и=1, то К (р, $) =1, а если п=2, то 


2а 


К (р, $ = | та: 


Упражнение. Доказать, что К (р, $) уменьшается с увеличением 
п, и объяснить это. 


$ 5*. ИНФОРМАЦИЯ 


Термин информация используется здесь в очень узком и точно 
определенном смысле. Информация случайных переменных яв- 
ляется удобной мерой их зависимости. С ее помощью полностью 
решается общая задача о зависимости или независимости каждых 
двух случайных переменных: если информация не равна нулю, 
то случайные переменные зависимы, если равна нулю, то они не- 
зависимы. 

Информация определяется как среднее некоторой специально 
выбранной случайной переменной. 


1.5. Примеры 


Рассмотрим несколько примеров, поясняющих используемое 
понятие информации. 

Рассмотрим модель Бернулли п==2 испытаний с вероятностью 
успеха а==1[2. Как в пункте 4 из $ 4 главы 1, для каждых случай- 
ных переменных { и © на множестве исходов И== {11, 10, 01, 00} 
определим случайную переменную: 

ы 5 (7 (11), & (11) $([ (10), а (10))` 
8) = 106 бету ту 11 + 1089000) 7@ 00) 


5 (# (01), & (01) $ (7 (00), & (00), 
9 (#(01)) г (= (01) 9 (1 (00)) г (& (00)) °° 
и рассмотрим ее среднее: 

КР &) =ЕШФ &) |= 


_ $ (11), а (11) (7 (10), 2 (10) 
71 1 тира аи) + 2 10) 156 боле + 


$(1 (01), & (01) $ (1 (00)), 2 (00)) 
+2 (01) 198 стопу га (00) + Р (00) 108 с((обуг (Е 60 


По + 


-- 105 -- 105 
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Замечание. Здесь, как и всюду в книге, рассматриваются лога- 
рифмы с основаниями строго большими единицы. 
Назовем среднее /([, &) информацией случайных переменных 
ти 5. 
| Пример 1. Случайные переменные |=5$: и &==52 независимы 
и, как следует из примера 1 пункта 4 из $ 4 главы 1, 


ГР &) =0. 


Пример 2. Случайные переменные }=51 и &==$1--$2 зависимы 
и, как следует из примера 2 пункта 4 из $ 4 главы 1, 


КР 5) =1/2-10° 2>>0. 


Пример 3. Случайные переменные |[=51—52 и &==$1--$2 зави- 
симы. Их значения и соответствующие значения элементарных 
распределений выражаются таблицами: 


аи ю|а| о и и | ю| о |0 
а | о ° (и) м2 |104 | 1/47] 12. 
5(и) 2 1 ] 0 г(5(и)) 1/4 1/2 | 1/2 | 1/4 


$(1(и), &(и)) 1/4 | 1/4 | 1/4 | 1/4 


Информация /[({, &) случайных переменных [=51—50 и &== 
=—=5$1--52 выражается равенствами: 


РЕ $ (0, 2) 1 $ (1, 1) 
РЗ 100 го тя 1089г + 
$ (—1,1) | 5 (0,0) _ 
НЯ 10 р тт ют = 
1 1/4 114 


1/4 1/4 


Замечание. В то же время коэффициент корреляции случайных 


переменных /=$1—52, &=5:--5. равен нулю и не выявляет их 
зависимость. 


2.5. Определение 


Рассмотрим конечную вероятностную модель (И, 54; р, Р) со 
строго положительной элементарной вероятностью р: 


р (и) >0 


для каждого исхода и из множества (И. 

Рассмотрим произвольные случайные переменные } и & на И. 
Обозначим их множество значений буквами Х и У, элементарные 
распределения — буквами 4 и г соответственно, а совместное эле- 
ментарное распределение случайных переменных [ и & — буквой $5. 
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Из строгой положительности элементарной вероятности р вытекает 
строгая положительность элементарных распределений @4 и г: 


4 (х) =94 (Г (и) ) >0, г (у) =г (& (и)) >0 
для каждых значений х==[ (и) и у=е (и) случайных переменных 
Ги &. Точно так же 


$ ([ (и), а (и)) >09 
для каждого исхода и. 
При этих предположениях определена случайная переменная 


—_ $ (Ё (м), & (и)) 
(Ра) = р бои) ем) 


на множестве исходов И со значением 


[ и) = [о 5 (} (и), & (и)) 
(1, =) (4) 9 4) (Е 4 
для каждого исхода и. 
Примеры 1—3 пунктов | и 4 из $ 4 главы 1 поясняют опреде- 
ление переменной & (}, 5). 
Случайная переменная &{ (|, &) описывает зависимость слу- 
чайных переменных |, 2: они независимы, если и только если 
Оказывается, что этим свойством обладает и среднее: 


— . _\ $ (7 (м), в (и)) 
ГВ =, = 2 р Чиа 


случайной переменной & (7, 5). Поэтому его удобно использовать в 

качестве меры зависимости случайных переменных ] и 5. 
Определение 4. Информацией случайных переменных ри & 
называется число 


ри $ (Г (м), & (и)) 
8) = 2 Ри) 105 9 (Г (ш) г (& (и)) 


Примеры 1—3 пункта 1 поясняют это определение. 

При вычислении информации бывает полезно следующее пред- 
ложение (суммируются слагаемые для пар х, у значений случай- 
ных переменных /], &, для которых $ (х, у) >0): 

$ (х, у) 
9 (х) г (у) 


Доказательство. Группируя слагаемые со значениями х=|(и) 
и У=& (и) случайных переменных [и 5, по аналогии с доказа- 
тельствами предложений | и 2 получаем: 


Г (р, -=5( У и) = 
(7, 8) х,у еее р (м) в. (х) 7) 


5(х,у) ]__ 
р (4) 106 9 (х) г п] т 


= Уз, ул 
х,у 


9 (х)г (у) ` 
Предложение 4 доказано. 


Предложение 4. /({,5) = У5(х, И) 105 
х,у 


<, у [оц 
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Пример. Рассмотрим модель Бернулли одного испытания с ве- 
роятностью успеха а (0<а<1). 
Для случайных переменных |=$, и &=1— $, получаем: 


$ (1,0) $ (0, 1) Ри 
Г(Г, в) = $ (1,0) 1 (1) 7 (0) + $ (0, 1) 16 г И) | 


= 2108 > + (1 — а) 10-1 а 


—а(—а) — 
= — [а10ба -+ (1 — а) 1°5 (1 —а)]. 
Аналогично, для случайных переменных |===5: получаем: 
И и. О 
(= 341, 010 т +300, 0) 108 02) 


== — [а105а - (1 — а) 105 (1 —а)}. 


Как нетрудно доказать, верно следующее 

Предложение. Если случайные переменные | и & независимы, 

то их информация [(|, 5) равна нулю. 

Доказательство. По лемме 1” пункта 5 $ 3 главы 1, если слу- 
чайные переменные ] и & независимы, то 


(*) $(х, у) =9(х)г(у) 


для каждых значений х=] (и) и у=ё (и) этих случайных пере- 
менных. И следовательно, 


1 (РЕ) = Хр(и) 1081 = Х 5(х, У) 1981 =0. 


х,у 


Замечание. Из равенства (*) вытекает также, что для незави- 
симых [и & случайная переменная # (7, &) равна постоянной 0 и, 
следовательно, 


Верно также обратное предложение: если информация случай- 
ных переменных равна нулю, то они независимы. Его доказатель- 
ство основывается на классическом неравенстве для средних. 


3.5. Теорема о средних 


Среднее геометрическое каждых двух положительных чисел а 
и 6 меньше их среднего арифметического: 


а1 [261 [2 < (1/2) а- (1/2). 
Причем равенство верно, если и только если а==б. Действительно, 


рассматриваемое неравенство для средних эквивалентно нера- 
венству 


(а'/— 6'Р)*>0. 
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Аналогичное неравенство верно для взвешенных средних про- 
извольного конечного семейства положительных чисел со строго 
положительными весами, в сумме равными единице. 

Рассмотрим натуральное число п>>0, семейство (х;) <=" по- 
ложительных чисел х, и семейство (9;)1<<„ строго положительных 
дисел д;, сумма которых равна единице: 


х,—0, 9,>0, 54,==1 (1=]=<п). 


Теорема о средних. П х// < У „Чихь 
1</<п 17 < 
причем равенство верно, если и только если все числа х, 


равны. 

Доказательство. Теорема о средних доказывается по следую- 
щей схеме. 

1. Из неравенства для среднего геометрического и принципа 
индукции следует, что теорема верна при 


=... —=0,==1/П 


для каждого номера п==2". 
2. Из полученного результата вытекает, что теорема верна 
при 


Ч1==... =9,»==1/П 


для каждого номера п>>0. 
3. Из полученного результата следует, что теорема верна при 
каждых рациональных 41, ..., д». 
4. Из о результата вытекает, что неравенство теоре- 
5. Из р результатов пунктов Зи 4 следует, что равенство тео- 


ремы верно, если и только если ==... ==Х,. 

Теорема оказывается полностью доказанной. 

1. Случай 91.=...=9,„=Шп (п=2”). Рассмотрим множество 
всех номеров т, для которых теорема верна при п=2”" и д == 
а, 


Ясно, что 0=М. 
Для каждого номера / верно предложение: если /=М, то 


[--1ЕЕМ. В самом деле, если [=М, то 
2—1 2—1 =] 1 
Х1 ооо Хо < 2 (х1 -- ооо -- Х№о }и 
гы о— : т. 
Х21 41... ^21+1 < 2- (541 ыы Х.1+1), 


причем равенства верны тогда и толькс тогда, когдах,, =... = 
= Хиз1. Отсюда и из НораВенСтВа для среднего т ометоичесвого 
следует, что 


э— (1+1) 2— (1+1) к 2—1 2—1 2—1 9—1 2—[ 2—1 
Хх МОЕ — Хх ] а о < 
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< 2-! [2-' (х, +... + ЖЕ ав 2+1 | ЕЕ: 
2+0 (д +... + Хынл). 


Причем все равенства верны, если и только если Хх, =... = Хучи. 
Значит, [4+ 1ЕЕ/ЛМ. 

По принципу индукции из сказанного следует, что множество 
М совпадает с множеством М всех натуральных чисел. Т. е. что 


доказываемая теорема верна при п=2" и 9д1=...==д,==1/й для 
каждого номера т>>0. 
2. Случай 91=...=9,==1/й (п>0). Для каждого натураль- 


ного числа п>>0 рассмотрим семейство (у,)-к-2п чисел у», 
определяемых равенствами 
И = Хьь.-., Иа = Хп; Уты я... = Уп = 
— (1/п) (+... + Хи) =а. 
Используя результат пункта 1, получаем: 
Хх... Хна? п = И... - Ут < 12" (и +... + Уз) |2" ЕЕ 
вы (2—-п [ха ... + ль + (27 —п а)?” — 
= (2-п [па + (27 — п) а])?" = а” 
ай 
жт.. ха = (1/1) (ж-+... + х). 


ы 


Причем равенство верно, если и только если У1==... ==У„== 
—Х!==...==х,. Таким образом, теорема верна при д1==... =, = 
—=1/п для каждого номера п>>0. 

3. Случай рациональных 41,...,4д». Предположим, что 41,..., 4» 
рациональны: существуют натуральные числа Г1, ..., Гь и на- 
туральные числа $: >>0,..., 5$„ >>0 такие, что 

Ч1==71/51; ...) Ча=Т»/$ а. 
Положим: | | 
5=51, ..., 5; д = 5/51, ... 1 —5/5%. 
Имеем: 


Г1/ $1 Ги 
ео г Хх п ее 
п п 


: { тп 1 
= д"... хи = (хе ем хи") 2. 


а ТЯ 


ии... Г, ==$ (91-. г. 9.) =$:1==5. 


Рассмотрим семейство (/,)1=ь =: чисел у», определяемых равен- 
ствами | 


Ирееннь = РНЕ: о ое. 
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Используя результат пункта 2, получаем: 
хе... = (хг" ее хи") ии = 
< (1/5) (и +... 9$) = (1/$) (Виах, +... + Ыга ха) = 
== 1 +... -Р дпХи. 
Причем все равенства верны, если и только если 
М==...У.==2==...==Х,. 


Таким образом, теорема верна для рациональных 4...» 0». 

4. Случай вещественных 01,...,0„. Предположим, что существуют 
положительные числа ^,..., х»» и строго положительные 
числа 41,..., 0», В сумме равные 1, для которых 


Хх... > ах: НН... - даХи. 


Тогда существуют рациональные строго положительные числа 
гыг, В СУмме равные 1, близкие 41,....4» для которых -_х!.. жи 
близко кх... т и пм ...-РГ»х, близко к Чм-... 9%. 
настолько, что (рис. 34) 


Хх... хп -- (91х ой х 
аа К нь. 


им +... - Гав 


7, +... Гр Ср х7 х7 
| м 
——— 
2, +... дл 
955, пп 779 
| т’... "(9 >, *-.- 90) Я... в 7 


2 


° Рис. 34. 


Это противоречит результату пункта 3. Следовательно, нера- 
венство 


Хе... т < Ч1Ха + ... + ЧиаХа 


верно для всех положительных чисел хи,..., Хх, и строго положитель- 
ных чисел 41,..., 4», сумма которых равна [. 

Из сказанного еще не следует, что равенство верно только при 
равных х!,...х,. 

5. Равенство. Рассмотрим рациональные числа 71... Такие, 
что 


0<7,<а,, %еу 0<г,„—<а»., 


и их сумму г. Используя результаты пункта 4, получаем: 


Хх! ооо хип ее жать ооо х'пт (п-т) = 


= хр и ^ ка Пт 


— [г ое | Ио р 6 < 


1—г 
«ии а) м Ее к < 


< 7 [(г1/г) м +... - (7) хн, -- 


Г 


Ри 
- (1 п [= В |= 


== Г4Ха +... Е ГлХв - (91 — 71) 1 +... + (91 — Гл) Хи = 
= 911 + ... -Е даАп . 


Из сказанного в пункте 3 следует, что все равенства верны, 
если и только если х!==...==хХ,: если х!,... Х, различны, то пер- 
вое из неравенств строгое. 

Теорема о средних доказана. 

Из теоремы о среднем вытекают следующие два предложения, 
используемые в дальнейшем. 

Рассмотрим произвольные натуральное число п>0 и семейст- 
ва $= (51, ... 5), [=(И,... В) строго положительных чисел 
$1... бв ИЙ, ..6 2, СУММЫ $1-... $, и И-Р... -ЕЬ которых рав- 
ны 1: | 


$,>0, %5,==1; 1, >0, ХЬ==1 (1=]=—п). 


Рассмотрим функцию ф, значение которой для каждого из та- 
ких семейств Е определяется равенством 


Ф(В => $,108 В (1<]=<1). 


Условимся говорить, что функция ф имеет единственный максимум 
в ТОЧКе $, если и только если для каждых рассматриваемых се- 
мейств { верно неравенство 


ф (1) <ф (5) 
и равенство 
$Ф(1) =ф($). 


верно тогда и только тогда, когда {==$. 
Следствие 1. Функция ф имеет единственный максимум в точке $. 
Доказательство. Рассмотрим числа 


Х,=1$, Ч9,=$, (1<]ж<п). 
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Из теоремы о средних следует, что 
П (1/51 = Пхи < Уч = УХ =1, 
У, 51 105 (11/51) < 0, 
ф(И = У51 108 #; < >51 108 $; = Ф (5) 
для каждого рассматриваемого семейства { и равенство ф({) =ф(5) 
верно тогда и только тогда, когда 
1 /51==... ==. 
Эти равенства эквивалентны равенствам 
==6.5; (15] п) ` 
для некоторого числа с, выражающего общее значение рассматри- 


ваемых отношений. Это число равно 1: 
с=—=> $:/5, 1—1 —=|. 


Таким образом, равенство ф(2) =‹Ф(5) верно тогда и только тогда, 
когда 


© 


А==5; (15<]ж п), 


т.е. [—=5. Следствие | доказано. 

Рассмотрим произвольные натуральное число п>0 и семейст- 
во и= (Ш, ..., И») строго положительных чисел и, ..;., И», сумма 
и --...-и„ которых равна 1: 


и;>0, Хи,=1 (1<—]/—п). 


Рассмотрим функцию 1, значение которой для каждого такого 
семейства и определяется равенством 


ф(и) =— > и; 108 и; (1<]жп). 


Условимся говорить, что функция \ф имеет единственный макси- 


мум в точке а=(1/[п,..., 1/[п), если и только если для каждых рас- 
сматриваемых семейств и верно неравенство 
ф(и) = (а) 


и равенство 
ф(и) = (а) 
верно тогда и только тогда, когда и—=а. 
Следствие 2. Функция ф имеет единственный максимум в 


точке а. 
Доказательство. Рассмотрим числа 


$=и, &=Ипт (1<]<п) 


и семейства $=и, $==а. 
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Из следствия 1 теоремы о средних вытекает, что 
(и) =—Х и; 108 и,=-— У 5, 108 5,5 
—<— 5, 105 &==—> и, 10° |/[п= 
—=— (Хи, 105 /и=—1 105 1/п==— (> 1/1) 10 [п= 
—— > 1/п 1ое 1/п==ф(а) | 


и равенство ф(и) =1(а) верно тогда и только тогда, когда и==а. 
Замечание. ф(а) =— > 1/1 105 1/п=105 п. 


4.5. Теорема об информации 


Рассмотрим конечную вероятностную модель (Ц, 54; р, Р) и 
случайные переменные |, &, описанные в пункте 2 при определении 
информации / (7, 8). Основные свойства информации выражает 

Теорема об информации. Информация случайных перемен- 

ных } и в положительна. Она равна нулю, если и только если 

случайные переменные } и & независимы. 

Доказательство. Рассмотрим семейства $ и Ё чисел $(х, у) и 
1(х, у) =9 (х) г(у), полученные произвольной нумерацией пар зна- 
чений случайных переменных [, 5. Из предложения 4 следует, что 


Г(Ь &) => 5 (х, У) 108 $(х, у) — 
—>1 $ (х,. и) 105 Е(х, и). 
По следствию | теоремы о средних отсюда вытекает, что 


КР 8) >0 


и равенство 
Г(Т, 8) =0 


верно, если и только если 
$ (х, у) =Е(х, у) =94 (х) г (5) 


для всех пар х, у значений случайных переменных |, 5. По лем- 
ме 1” пункта 5 $ 3 главы 1, эти равенства эквивалентны независи- 
мости случайных переменных [, 5. Теорема доказана. 
Непосредственно из теоремы об информации вытекает сле- 
дующий 
Критерий зависимости. Случайные переменные } и & зависимы, 
если и только если их информация строго положительна. 
Примеры 1—3 пункта 1 поясняют этот критерий. 


$ 6*. ЭНТРОПИЯ 


Как и термин информация, термин энтропия используется здесь 
в очень узком и точно определенном смысле. Энтропия случайной 
переменной является важной характеристикой ее распределения. 
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Она служит мерой неопределенности этого распределения: в слу- 
чае вырожденного распределения энтропия минимальна, а в случае 
равномерного — максимальна. 

Энтропия определяется как информация равных случайных 
переменных. 


1.6. Примеры 


Рассмотрим несколько примеров, поясняющих используемое 
понятие энтропии. Возьмем примеры пункта |] $ 5 для модели. 
Бернулли л==2 испытаний с вероятностью успеха а= 1/2. 

‚ Если |==8, то 


(Г (м) ) ==г(а (и)) = (Р (и), в (м)) 


для каждого исхода и из множества И == {11, 10, 01, 00}. 
Поэтому 


п(р = (р =— ов д ([(11)) 1 
-Н1ое 9 (7 (10) ) о-Н1оз 4 ([(01) )®- 

108 9 (1 (00) ) ], 
Н(р=Е[ (р ]=1(Ь Р =[р(11) 105 4 (7 (11)) + 
р (10) 105 4 ({(10)) р (01) 105 4 (7(01)) 
р (00) 1054 (1 (00))]. 


Назовем среднее Н({) энтропией случайной переменной [. 
Пример 1. 


Н ($1) =Н (52) =— 1/4 [2 1054 (1) {2108 9 (0) ] = 
— [1/2 1о& 1/2--1/2 ]1оф 1/2] =1о$ 2. 
Пример 2. 
Н (51-52) =— 1/4 [ов 4 (2) +-2 105 4 (1) 108 9 (0) ] = 
— [1/4 1о© 1/4--1/2 1о= 1/2- 1/4 10 1/4] = 
—3/2 105 2. 
Пример 3. 
Н (51—52) =— 1/4 [2 105 9 (0) 105 9 (1) {108 9(—1) ] = 
— [1/2 1ое 1/2- 1/4 102 1/4-- 1/4 1ое 1/4] = 
—3/2 1оФ 2. 
Пример 4. Рассмотрим постоянную }=1, имеющую вырожден- 


ное распределение д со значением 4 (1) =1. 
Имеем: 


Н(1) =—1/4[4 106 9(1)]=—1-108 1=0. 


Энтропия постоянной равна нулю. Постоянная не имеет неопреде- 
ленности. | 
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2.6. Определение 


Рассмотрим конечную вероятностную модель (И, 57; р, Р) 
со строго положительной элементарной вероятностью р и произ- 
вольную случайную переменную ] на И с множеством значений Х 
и элементарным распределением 0. 

Для случайной |] определена случайная переменная 


вР=ЕЬР = р 108 4 (7 (м)) 


на множестве исходов И со значением 
й([(и)) =—105 9 (Ки)) 


для каждого исхода и. 
Примеры 1—4 пункта | поясняют определение переменной 


Среднее Н ({) случайной переменной # (Ё) выражается ра- 
венствами 


Н (р =Е(® (7) = ГР = — 2Р (6) 1054 (Ё (и). 


Сформулируем 
Определение 5. Энтропией случайной переменной называется 
число 


Н Р=Г (С Р. 


Примеры 1—4 пункта 1 поясняют это определение. 
При вычислении энтропии бывает полезно 


Предложение 5. Н (?) = — »№9(х) 1054 (х). 
Хх 
Это равенство вытекает из равенства предложения 4 и равенств 
$ (х, х) =г(х) =9(х) 


для каждого значения х случайной переменной [. 
Замечание. Энтропия случайной переменной положительна. 
Это следует из положительности информации и предложения 5. 
Пример. Как было показано в пункте 2 $ 5 для модели Бернул- 
ли П=2 испытаний с вероятностью успеха а(0<а<1), верно 
равенство 


Н ($1) =— [а1о5 а (1—а) 1о (1—а)]. 


3.6. Теорема об энтропии 


Рассмотрим конечную вероятностную модель (Ц, 57; р, Р) 
и случайные переменные [и <, описанные в пункте 2 $ 5 при оп- 
ределении информации. Основные свойства энтропии выражает 
Теорема об энтропии. Информация случайных переменных |. 
и & меньше энтропии каждой из них. Энтропия произвольной 
случайной переменной меньше логарифма числа ее значений и 
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равна ему, если и только если переменная имеет равномерное 
распределение. 
Доказательство. |. Заметим, что 


(х) = №3 (*, у, г (у) = 2$ (х, У, г) > 5, 9) 


и, значит, 


‚ _$(х, И) ры 
г <=) 


для каждых значений х, у случайных переменных [, 5. Отсюда и 
из предложений 4 и 5 следует, что 


р - 3%, 9106 у < 
< 23 91 = — 2 (2.5% 9) 108 = 
= — 4 (5) 1064 (9) = НЦ. 


Аналогично доказывается, что 


ГР &)—<Н (в). 
Таким образом, 


ЦР, 8) < {Н (Р,Н (8)}- 


2. Второе утверждение теоремы об энтропии вытекает из пред- 
ложения 5 и следствия 2 теоремы о средних. Обозначив буквой п 
число значений случайной переменной }, получим: 


Н (р = —21 (х) 105 4 (х) = 
< У 1/1 105 1/п = 105 п, 


причем равенство 
Н(Р =102 п 
верно, если и только если | 
_9 (= 
для каждого значения х случайной переменной [. 


_ 4.6. Примеры 


Рассмотрим еще несколько примеров, поясняющих понятие 
информации и энтропии. 
Условимся использовать логарифмы с основанием 2 и соот- 
ветствующую единицу информации называть битом. 
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Пример 1. Заблудившаяся корова. В одном из 64 квадратов. 
поля спит заблудившаяся корова. Ее ищет пастух, который из 
К, —=64 квадратов поля выбирает Д квадратов и осматривает их. 
Если корова находится, то поиски на этом заканчиваются. Если 
нет, то из оставшихся А›.=^,—Й квадратов поля пастух выбирает 
[2 квадратов и осматривает их. И так далее, пока корова не на- 
ходится. 

Перебрав все возможные планы поисков, можно убедиться 
в том, что план последовательного деления пополам (д==32, [2=16, 
==8, [4=—=4, [5==2, 4—1) минимизирует наибольшее число осмат- 
риваемых квадратов, нужное для того, чтобы найти корову в 


любом квадрате поля. 
План последовательного деления пополам является оптималь- 


ным также в том смысле, что он при каждом осмотре выбранных 
квадратов поля обеспечивает максимум информации о корове, т. е. 
соответствует наибольшей зависимости между действиями пастуха 
и местонахождением коровы. 

Рассмотрим стандартную модель Лапласа Е =64 равномерных 
исходов 1,..., Е. Будем считать, что случайная переменная | со 
значением |(и) =и для каждого исхода и описывает номер квад- 
рата поля, в котором находится корова. Рассмотрим также слу- 
чайную переменную &, равную индикатору множества Г, номеров 
квадратов поля, выбираемых пастухом для осмотра из данных А 
квадратов. Число выбираемых квадратов обозначим буквой [. 

Как нетрудно проверить, 

х={1,...й, 9()=...=9®)= ИЕ; 
У= (1, 0}, г(1) =, г(0) =1— ШК; 

5(х, 1) =ИР(хеГ.), $(х, 1) =0 (х9Г), 

$(х, 0) =0 (хЕеЁ), $(х, 0) = ША (хеГ.). 


Используя равенства предложений _ и 5, получаем: 
Ге) = ИВ 1 ЕЕ ИИ = 
—= — [А - 105 (ИР) + (1 — ИР) 105 (1 — И] =Н[ (5). 
Из теоремы об энтропии следует, что максимум информации до- 
стигается, если ‘и только если 
ИЕ— 1/2, 1[=2/2. 


В этом случае 
ГЬ 8) =Н (8) 105 2. 
Таким образом, план последовательного деления пополам при 
каждом осмотре квадратов позволяет получить 1 бит информации 


о корове. Шесть таких осмотров полностью устраняют неопреде- 
ленность: 


Н(Р =105 64==6 битов. ; 
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нахождения животного. Любой другой план хотя бы на одном 
шаге дает меньшую информацию. 

Пример 2. Отгадывание числа. Из ^,=2” чисел выбирается 
одно. Для определения этого числа отгадывающий применяет сле- 
дующую процедуру. Из данных А; чисел он выбирает Д чисел. 
Задумавший число сообщает, находится оно среди выбранных или 
нет. Тем самым определяются АЁ›2 чисел, среди которых находится 
задуманное (Ё›==А,: либо =! — 1). Из этих Ё› чисел отгадываю- 
щий выбирает [5 чисел. Задумавший число снова сообщает, на- 
ходится оно среди выбранных или нет. И так далее, пока задуман- 
ное число не окажется единственным выбранным числом. 

Рассуждения, аналогичные проведенным в примере 1, показы- 
вают, что оптимальной процедурой при отгадывании задуманного 
числа является процедура деления множества чисел, среди ко- 
торых находится задуманное число, пополам. На какие именно 
равные половины делить эти числа, не существенно. Такая про- 
цедура последовательного деления пополам обеспечивает получе- 
ние на каждом шаге максимума информации о задуманном числе. 

При последовательном делении пополам отгадывающий каж- 
дый раз получает | бит информации о задуманном числе. При 
других процедурах информация меньше. Например, если из А! = 
—2*=—16 выбирать /==1 число, то получаемая при этом информа- 
ция меньше 0,3 бита: 


КВ &) =— (1/16-1о5 1/16--15/16-10о 15/16) < 0,3. 


Замечание. Этот пример подчеркивает вероятностный характер 
данного определения информации. При реальном таком отгадыва- 
нии можно случайно сразу выбрать задуманное число. 

Пример 3. Линия связи. Простейшие источник сигналов и ли- 
ния их передачи (например, один такт работы электрического 
телеграфа) можно описать следующей вероятностной моделью. 
| Рассмотрим множество исходов И=={00, 01, 10, 11}. Исход 
и=—=ху описывает передачу сигнала х и прием сигнала у. Событие 
4А,.={х0, х1} описывает передачу сигнала х, а событие В,= {0у, 
1у} — прием сигнала у(х==0, 1; у=0, 1). 

Элементарную вероятность р определим равенствами 

р(х, у) = а. (х=0, 1; у=0, 1), 
в которых а. и Ё., обозначают числа такие, что 
ао>0, а! >0, и-Ра,=1; 
10—>0, &!>0, ш-Ню==1; 
По >0, В! >>0, 0-й ==1. 


Из этого определения следует, что для каждых значений х=0, 1 
м у=0, 1 верны равенства: 


Р(А.) =р(х0) | р(х1) =а На ==а.(Ъ-НЬ) =а,, 


_ Р(А,В,) — аку ьй 
РА, (В, — Р(А,)_ т й 
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Р (В,) =Р (Ао) РА, (В,) + Р (А!) Ра, (В,) эт аооу Е а1Й у. 
Рассмотрим случайные переменные } и & со значениями 
(ху) =х, 8 (ху) = (х==0, 1; у=0, 1). 


Эти переменные описывают соответственно переданный и приня- 
тый сигналы. Имеем: 


Х== {0, 1}, 9(х) =а. (х=0, 1); 
У=— {0, 1}, г(у) = ао ,-Налйу (у==0, 1), 
$(х, у) =а: (х=0, 1; у=0, 1). 


Используя предложение 4, получаем: 


ГР 8) = У ЯхЁху ИНН 


Хх, 401 оу Е ау 


В частности, если | 
100=1==Йо == == 1/2, 


то переданный и принятый сигналы независимы и 
ЦР &) =0. 


Глава 3 


ЗАКОН БОЛЬШИХ ЧИСЕЛ 


Среднее случайной переменной тесно связано со средним 
арифметическим ее реально наблюдаемых значений. Если наблю- 
дение повторяется достаточно много раз, то, как правило, среднее 
арифметическое реально наблюдаемых значений случайной пере- 
менной оказывается близким к ее среднему. В частности, реально 
наблюдаемая частота появления события оказывается близкой к 
его вероятности. Например, частота появления герба при подбра- 
сывании симметричной монеты, как правило, оказывается близкой 
к 1/2. Соответствующее формальное предложение называется за- 
коном больших чисел. 

Этот закон утверждает, что вероятность сколько-нибудь зна- 
чительного отклонения арифметического среднего достаточно боль- 
шого числа независимых и одинаково распределенных случайных 
переменных от их вероятностного среднего произвольно мала. 
Закон больших чисел позволяет оценить вероятностное среднее 
с помощью арифметического. В частности, оценить вероятность 
с помощью частоты. 

Различные количественные выражения для закона больших 
чисел получаются из классического неравенства Чебышева, ко- 
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торое оценивает вероятность значительного отклонения случайной 
переменной от ее среднего. 

При первом чтении рекомендуется ограничиться параграфа- 
ми |—4. 

Задачи к главе 3 собраны в $ 2 главы 2 части 1]. 


$ 1. ПРИМЕРЫ 


Рассмотрим несколько примеров, поясняющих содержание за- 
кона больших чисел. 


1.1. Пример 2. Подбрасывание монеты 


Рассмотрим опыт, состоящий из последовательности И ис- 
пытаний, каждое из которых заключается в подбрасывании сим- 
метричной монеты один раз и имеет два возможных результата: 
появление герба либо появление цифры. Такой опыт описывается 
моделью Бернулли п испытаний с вероятностью успеха а==1/2. 
Для каждого номера |=1,..., п случайная переменная 5;=1у, 
описывает число гербов при ]|-м подбрасывании монеты, арифмети- 
ческое среднее (1/й)$ = (и) > $; этих случайных переменных — 

<<п 
частоту герба при п подбрасываниях. Вероятностное среднее каж- 
дой из независимых и одинаково распределенных случайных пере- 
менных $; равно вероятности а=1/2. 

Закон больших чисел в этом примере выражается в том, что 
при достаточно большом числе подбрасываний вероятность сколь- 
ко-нибудь значительного отклонения частоты (1/п)5 от а==1/2 
произвольно мала. Это значит, что при большом числе подбрасы- 
ваний наблюдаемая частота герба будет, как правило, близка 
вероятности 112. 

Один из основоположников математической статистики К. Пир- 
сон подбросил монету п==24000 раз. Герб появился 12012, а 
цифра — 11988 раз. Частота герба оказалась равной 12 012/24 000 == 
—0,5005. Она отличается от вероятности 1/2 на 0,0005. 

Находясь в лагере для военнопленных, Д. Керрих провел де- 
сять опытов с монетой по п=1 000 подбрасываний каждый. Ре- 
зультаты этих опытов содержит таблица | 


(1/п)з | 0,502] 0,511] 0,497 0,529] 0,504] 0,476] 0,507] 0,528] 0,504] 0,529 


> (Ипа | 0,002] 0,011] 0,003] 0,029] 0,004 0,024] 0,007] 0,028] 0,004 0.029 


2.1. Пример 2. Случайные числа 


Рассмотрим ОПЫТ, состоящий из последовательности п испы- 
таний, каждое из о оао не В выборе наугад одной ИЗ 


цифр 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. 
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Такой опыт удобно описать моделью „Тапласа, множеством ис- 
ходов для которой служит множество всех строк длины п, состав- 
ленных из цифр (п-значных чисел). Для каждого номера 
]=1,... П рассмотрим случайную переменную [, значение ],;(и) 
которой равно | для каждой строки и с цифрой Е на ]-м месте и 
равно 0 для всех остальных исходов. Случайная переменная }, 
описывает число цифр { при |-м выборе, а арифметическое сред- 
нее [= (1/”) У [, этих случайных переменных — частоту циф- 

<]<п 
ры Г при п выборах. Для каждой цифры { вероятностное среднее 
каждой из независимых и одинаково распределенных случайных 
переменных [; равно вероятности а.==1/10 выбрать из цифр 0, 1, 
2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 наугад цифру {. | 

Закон больших чисел в этом примере выражается в том, что 
для каждой цифры 1 при достаточно большом числе выборов ве- 
роятность сколько-нибудь значительного отклонения частоты }; от 
а:=1/10 произвольно мала. Это значит, что при большом числе 
выборов наблюдаемая частота данной цифры будет, как правило, 
близка вероятности 11/10. 

По опубликованным таблицам, содержащим п==1 000000 вы- 
бранных наугад цифр, их частоты оказались следующими: 


г | о | | 2 | 3 | 4 

Н .-. | 0,099802 | 0,100050 | 0,100641 | 0.100311 | 0,100094 

п -а: | —0,000198 | 0,000050 | 0,000641 | 0,000311 | 0.000094 
вое ов | 

й .-. | 0,10214 | 0,099942 | 0,099559 | 0,100107 | _ 0,096280 

й --. | 0,000214 | —0,000058 | 0,000441 | 0,000107 | —0,003720 . 


3.1. Пример 3. Измерения 


Рассмотрим опыт, состоящий из последовательности и изме- 
рений некоторой величины. Предположим, что эти измерения с 
учетом ошибок, зависящих от различных причин, можно описать 
независимыми и одинаково распределенными случайными пере- 
менными }(1<]=<и) на множестве исходов И ‘конечной вероят- 
ностной модели (И, 50; р, Р) и что среднее а каждой из случайных 
переменных #} равно значению измеряемой величины. 

Закон больших чисел в этом примере выражается в том, 
что при достаточно большом числе измерений вероятность 
сколько-нибудь значительного отклонения среднего арифметическо- 


го }= (1/1) » К ота произвольно мала. Это значит, что при 
| 1<]<п . 


большом числе измерений получаемое среднее арифметическое 
результатов будет, как правило, близко значению измеряемой ве- 
лиИчЧинНы. | | 
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В опыте Милликена по измерению заряда электрона п=58 
измерений дали следующие результаты (в 10-10 абс. эл.-ст. ед.): 


4,781 4,764 4,777 4,809 4,761 4,769 
4,795 4,776 4,765 4,790 4,792 4,806 
4,769 4,771 4,785 4,779 4,758 4,779 
4,792 4,789 4,805 4,788 4,764 4,785 
4,779 4,772 4,768 4,772 4,810 4,790 
4,775 4,789 4,801 4,791 4,799 4,777 
_ 4,772 4,764 4,785 4,788 4,799 4,749 
4,791 4,774 4,783 4,783 4,797 4,781 
4,782 4,778 4,808 4,740 4,790 
4,767 4,79] 4,771 4,775 4,747 


Предположив, что для опыта Милликена верна рассматриваемая 
модель, и вычислив среднее арифметическое приведенных в таб- 
лице результатов, можно получить приблизительное значение за- 
ри электрона: 4,781-10-10 абс. эл.-ст. ед. 


$2. НЕРАВЕНСТВО ЧЕБЫШЕВА 


Это неравенство оценивает вероятность значительного откло- 
нения случайной переменной от ее среднего. Оценка производится 
с помощью дисперсии. 


1.2. Пример 


Прежде, чем сформулировать и доказать неравенство Чебы- 
шева, рассмотрим поясняющий пример. 

Среднее Е(]) частоты [= (1/3)5 успеха в модели Бернулли 
п—=3 испытаний с вероятностью успеха а=1/2 равно вероятности 
а. Дисперсия О({) равна (1/3) а(1—а) =1/12. Рассмотрим число 
=—1/3 и условимся считать, что значительное отклонение случай- 
ной переменной } от ее среднего Е (}) описывается событием 


В==В(Р, г) = {и: |К(и)—Е (|) |2=} = {и:| (1/3) $ (и) —1/2] > 
—{111, 000}. 
вероятность Р(В) этого события с помощью диспер- 


1/3} = 


Оценим 
сии О(Й) 
По определению, дисперсия О({) равна среднему квадратич- 
ного отклонения = (1—Е ([))? случайной переменной ]: 
р(р=Е(8) =Е[(|--Е())] => (Ки) —Е (Т) )*р(и) = 
= (1 (111) —1/2)21/8- ([(110) —1/2)21/8-{ (7(101) —1/2)*1/8- 
-Е (7 (011) —1/2)21/8- ({ (100) —1/2)21/8- (Ё(010) —1/2)21/8- 
- (7(001) —1/2)21/8- ({ (000) —1/2)21/8= (1—1/2)* 1/8 
3 (2/3—1/2)21/8-3 (1/3—1/2)2118- (0—1/2)21/8 = 1/12. 
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Полное квадратичное отклонение 5 случайной переменной | боль- 
ше, чем частичное Я = 1—9 а. 000: 


&(и) =й(и) (иеВ), & (и) >0=1(и)} (иеВ’), 
т. 6. 
8 (111) = (111) = (1—1/2)2=1/4, & (000) = (000) = (0—1/2)2= 
—1/4, & (110) = (101) == (011) = (2/3—1/2)?= 1/36 >=0== 
—=й (101) =# (011), 2(100)==а (010) = в (001) = (1/3—1/2)* = 
—1/36>0== (100) =й (010) = (001). 

В то же время, по определению события В, описывающего 

значительные отклонения, 
й > 245 = (19) 1, 00, 
й (111) = (000) =1/4> 1/9, 

й (110) =й (101) =й (011) =й (100) =# (010) =й (001) =0. 

По правилу неравенства для среднего из неравенств © >> 
>22, следует, что 

рр =Е(а) >Е(аь) = (1—1/2)21/8- (0—1/2)21/8> 
=>Е (#74) == (1/9) 1/8- (1/9) 1/8. | 

Правило умножения на постоянную и правило индикатора поз- 
воляют иначе вычислить последнее среднее: 

Е (=?) = =?Ё (1) =="Р(В) = (1/9) (1/8--18) = (1/9) (1/4). 
Таким образом, 

112=) (р =г*Р (В) = (19) (1/4) 
и, следовательно, 
1/4=Р(В(фр =) ) <=-20 (р =9(1/12) =3/4. 

Получена оценка вероятности события В=В\(|, =) с помощью 
дисперсии О(}. 

Событие А=А({, =), дополнительное к В=В(р, =), описы- 


вает незначительное отклонение случайной переменной | от ее 
среднего Е (]): 


А=А(/, г) = {и: Ки) -Е (| <=} = {и: | (1/3) 5 (и) —12| < Из} = 
—={110, 101, 011, 100, 010, 001}. 
По правилу дополнения, из полученного неравенства для ве- 
роятности события В следует, что 
3/4=Р(А(|, =)) >1—Р(В(р, г)) >1—(1И?) Б(Р =1-—9(1/12) = 144. 


Замечание. Из этого примера видно также, что полученные 
оценки довольно грубы. 
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2.2. Доказательство неравенства Чебышева 


Рассмотрим вероятностную модель (И, 55; р, Р) и случайную 
переменную { на множестве исходов И, имеющую среднее Е(}) 
и дисперсию Ш (7). Для каждого числа =>>0 верно 

Неравенство Чебышева: 


Ри: Ки) —Е(Р |2} <=—°В (р. 
Доказательство. Рассмотрим событие 
В(Р =) = {и: (и) —Е(Р |=}, 


составленное из всех исходов и, для которых значение }(и) слу- 
чайной переменной | отличается от ее среднего Е(}) по абсолют- 
ной величине больше чем на ве. Для каждого исхода и из мно- 
жества И верны неравенства 


(Г(и)—Е (Г)? (Ки) —Е (ТР) Эва, « (и) >=? ц, в (И), 
т.е. неравенства 
(1-Е (Г) )*> ([-Е (ТР) ) во, „2 ьц, в. 


По определению дисперсии О (Г) и правилу неравенства для сред- 
него, из этих неравенств следует, что 


Вр =Е(|--Е (7) Е (= о, 5). 


Из правила умножения на число и правила индикатора вытекает, 
что 


Е (Еву, ›) ===?ЕЁ (1в‹;, .„) ==?Р(В(р 2)). 
Таким образом, 
(р >==Р(В(ф, :)) 
и, значит, | 
Р(В(ф, =)) <=?) (р, 
что и требовалось доказать. 


3.2. Следствие 


Из доказанного неравенства и правила дополнения для веро- 
ятности вытекает эквивалентное неравенство, которое тоже назы- 
вается неравенством Чебышева. 

Следствие. 


Р{и: |1 (и) Е (1) | <е} 1-20 (В. 
Доказательство. Рассмотрим событие 
А(р, =) =ИШ—В(р, в) = {и: (и) -Е (р |<}, 


составленное из всех исходов и, для которых значение |(и) слу- 
чайной переменной [ отличается от ее среднего Е(7) по абсолют- 
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ной величине строго меньше чем на в. Используя доказанное не- 
равенство и правило дополнения, получаем: 


Р(А($, =) ) =1—Р(В($, =) ) >1—=?5 (р, 


что и требовалось доказать. 

Пример пункта 1.2 поясняет сами полученные неравенства и 
их доказательства. | 

Замечание. При слишком малых числах = полученные нера- 
венства могут быть тривиальными: правая часть первого может 
быть больше 1, а второго — меньше 0. Так будет, в частности, 
если в примере пункта 1.2 взять в=1/4. Хотя в этом случае по- 
прежнему Р(В(Ё, =) ) =1/4 и Р(А(}, г) ) =3М. 


$ 3. ТЕОРЕМА ЧЕБЫШЕВА 


Эта теорема следует из неравенства Чебышева и оценивает 
вероятность значительного отклонения арифметического среднего 
независимых и одинаково распределенных случайных переменных 
от их вероятностного среднего. 


1.3. Доказательство теоремы 


Рассмотрим конечную вероятностную модель (0, 457; р, Р) 
и попарно независимые и одинаково распределенные случайные 
переменные [,(1</=< п) на множестве исходов Ц. Обозначим сред- 
нее каждой из случайных переменных };, буквой а, а дисперсию — 


буквой 67: 
Е(р‚) =а, О(р) =? (1<] п). 


Рассмотрим также Бр арифметическое 


=и | 
1</<п 
случайных переменных р. Вычислим среднее и дисперсию случай- 
ной переменной [. 

Лемма. Ё ([) —=а, О (}) =п- 15. 

Доказательство. Используя общее правило линейности для 
среднего и одинаковую распределенность случайных переменных 
р, получаем: | 

—1 
ЕА=Е[п" № К] =п- Х ЕР) = и па=а. 
( ЗЫ 1</<п ()) 

2. Используя правило умножения на число для дисперсии, об- 
щее правило для дисперсии суммы семейства попарно независи- 
мых случайных переменных и одинаковую ыы слу- 
чайных переменных },, получаем: 


рф=р (1! п 1) = ">. -2 У(Ор) =п-2тё* = п-! ра. 


Лемма доказана. 
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При сделанных предположениях и введенных обозначениях из 
этой леммы и неравенства Чебышева вытекает, что для каждого 
числа =>>0 верна 

Теорема Чебышева. 

Р [| п \ рифа | > "| < =7?п=1?. 


1</<п 


’’ Доказательство. Рассмотрим случайную переменную 


р=п | 


1<]<п 


По лемме, ее среднее Е (7) равно числу а. Следовательно, событие, 
вероятность которого нужно оценить, описывает значительное от- 
клонение случайной переменной | от ее среднего Е (}): 


В (}, =) йо О | (м) — Е (1) >=). 


Поэтому для оценки вероятности этого события можно использо- 
вать неравенство Чебышева. Вместе с равенством леммы для дис- 
персии О({) оно показывает, что 


Р(В({, =)) <=-2) (}) ==-?п-162. 


Теорема доказана. 

Замечание. Для каждого =>0 при всех достаточно больших 
числах п правая часть =-2п-16? полученного неравенства произ- 
вольно мала. Вместе с ней произвольно мала и оцениваемая ею 
вероятность отклонения арифметического среднего от вероятност- 
ного больше чем на в, т. е. верен закон больших чисел. — 


2.3. Следствие 


Из доказанного неравенства и правила дополнения для ве- 
роятности вытекает эквивалентное неравенство. Условимся его 
тоже называть теоремой Чебышева. 

Следствие. 


Р |" : | >. |, (4 —а | < :) > 1— =-21-13. 


Это неравенство оценивает вероятность незначительного от- 
клонения арифметического среднего от вероятностного. 

Замечание. Для каждого =>>0 при всех достаточно больших 
числах п правая часть 1—=-?л-!5? полученного неравенства произ- 
вольно близка к 1. Вместе с ней произвольно близка к 1 и оце- 
ниваемая ею вероятность отклонения арифметического среднего 
от вероятностного строго меньше чем на г. Это другая форма 
закона больших чисел. 
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3.3. Пример. Точность и число измерений 


Как ив $1, рассмотрим опыт, состоящий из последователь- 
ности п измерений некоторой величины. По-прежнему будем пред- 
полагать, что эти измерения можно описать независимыми и оди- 
наково распределенными случайными переменными }; на множест- 
ве исходов И конечного вероятностного пространства (И, 57; р, Р) 
и что среднее а каждой из случайных переменных |, равно значе- 
нию измеряемой величины. 

Дисперсия 6 случайных переменных |, характеризует точность 
измерений. 

На основании закона больших чисел можно считать, что при 
сделанных предположениях а приближенно равно арифметиче- 
скому среднему результатов измерений. 

Теорема Чебышева позволяет оценить точность = такого при- 
ближения. 

Рассмотрим число &>>0 и условимся считать события, ве- 
роятность которых в используемой модели меньше ©, практически 
невозможными, а события, вероятность которых больше 1—я,— 
практически достоверными. 

Неравенство 


#ё-21-12—<& 


верно, если 
&— (па) -1/26. 


По теореме Чебышева отсюда следует, что при такой точно- 
сти = отклонение арифметического среднего рассматриваемых слу- 
чайных переменных от вероятностного больше чем на е, практи- 
чески невозможно. Эта точность = практически достоверна. 

В частности, если 62=1, п=103 и &«==10-3, то в=1. 

Теорема Чебышева позволяет также оценить число измере- 
ний п, практически достоверно обеспечивающее нужную точность. 
Из полученного выше неравенства следует, что | 


п =-20—1?. 


При таком числе измерений п отклонение арифметического сред- 
него рассматриваемых случайных переменных от вероятностного 
больше чем на = практически невозможнс. 

В частности, если 62==10-2, и=10-2.и в=10-', то п> 10}, 


$ 4. ТЕОРЕМА БЕРНУЛЛИ 


Эта теорема является следствием теоремы Чебышева для мо- 
дели Бернулли. Она оценивает вероятность значительного откло- 
нения частоты успеха от его вероятности. 
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1.4. Доказательство теоремы. Бернулли 


Рассмотрим модель Бернулли п испытаний с вероятностью 

успеха а и случайную переменную п-!$ = п7! ь2 5» равную ариф- 
1<]<п 

метическому среднему независимых и одинаково распределенных 
случайных переменных $; описывающих число успехов при ]-м 
испытании (1<]=<п). Случайная переменная п7!5 описывает ча- 
стоту успеха при п испытаниях. Для каждого номера |=1,..., п 
верны равенства 


Е (5;) =а, О (5,) =а(1—а). 


Отсюда и из теоремы Чебышева вытекает, что для каждого 
в >>0 верна 
Теорема Бернулли. 


Рин р О о ба 
15/<п 


Замечание. Для каждого =>>0 при всех достаточно больших 
числах п правая часть полученного неравенства произвольно мала. 
Вместе с ней произвольно мала и оцениваемая ею вероятность 
отклонения частоты п-15 от вероятности а больше чем на в. В 
этом выражается закон больших чисел для частоты. 


2.4. Следствия 


Из доказанного неравенства и правила дополнения: для ве- 
роятности вытекает эквивалентное неравенство. Условимся его 
тоже называть теоремой Бернулли. 

Следствие. 

‘рае НЕ 
Ре п 2 (4) —а| < ®] >1—в 2п-1а (1— а). 


1<]<п _ 


Замечание. Для каждого =>>0 при всех достаточно больших 
числах п правая часть полученного неравенства произвольно 
близка к 1. Вместе с ней произвольно близка к | и оцениваемая 
ею вероятность отклонения частоты п-1$ от вероятности а строго 


меньше чем на . Это другая форма закона больших чисел для 
частот. 


Лемма. а(1—а) <4-'. 
Доказательство. Это неравенство эквивалентно неравенству 


(2а—1)?>0 


и поэтому верно для каждого вещественного числа а. 

Из этой леммы и теоремы Бернулли вытекает еще одно 

Следствие. Р{и:|п-!$ (и) —а|=а} < (4п)-!в-?. 

Замечание. Это неравенство дает оценку для вероятности зна- 
чительного отклонения частоты п-'5 от вероятности а, не завися- 
щую от вероятности а. Это часто бывает существенно. | 
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3.4. Пример. Подбрасывание монеты 


Как ив & 1, рассмотрим опыт, состоящий из последователь- 
ности п подбрасываний симметричной монеты и описываемый 
моделью Бернулли п испытаний с вероятностью успеха а== 112. 

Условимся в используемой модели считать события, вероят- 
ность которых меньше а==10-3, практически невозможными. Ис- 
пользуя теорему Бернулли, оценим число п подбрасываний мо- 
неты, при котором отклонение частоты герба от вероятности 1/2 
большее г==0,0005, было бы практически невозможно. Из теоре- 
мы Бернулли следует, что для этого достаточно, чтобы 


п 4-10 1в-2=4-110395-1108= 109. 


Таким образом, результат К. Пирсона для п=24- 103 не про- 
тиворечит закону больших чисел. 

Замечание. Чувствуется, что миллиард подбрасываний — че- 
ресчур большое число. Сказывается грубость оценки в теореме 
Бернулли. : 

Задачи, поясняющие использование теоремы Бернулли, со- 
браны в $ 2 главы 2 части Ш. 


$ 5*. ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНОЕ НЕРАВЕНСТВО 


Это неравенство позволяет уточнить теоремы Чебышева и 
Бернулли. 


1.5. Экспоненциальные полиномы 


Эти полиномы обладают многими полезными свойствами. 


1.1.5. Определение 


Для каждого номера />0 условимся называть [-м экспонен- 
циальным полиномом полином [-й степени, Ё-й коэффициент ко- 
торого равен числу (#!)-'(0<А=5/). Будем обозначать [-й экспо- 
ненциальный полином символом ег. 

Таким образом, по определению, 


е, (х) = У же 
0<в<Г #! 
для каждого числа х. 
В частности, 
@5 (х) == Е 
е! (х) —1 -х, 


е2 (х) = 1-5. и. 


| 1 
ез(х) =1-х-Н 5-х? -Е-в 43. 
для каждого числа х. 
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2.1.-;. Формула для произведения 


Произведение значений экспоненциального полинома равна 
его значению для суммы артументов плюс некоторый остаток. 

Пример. Для каждых вещественных чисел х, и хо верны ра- 
венства 


е, (хл) е» (хь) = (1-х, + (1/2)х1) (1 - хь + (1/2)5) = 
=1- (х, + 1) + ((1/2)х5 + жах, + (1/2) + (ИЗ) + (2) хх) + 
- (1/4) 1х2 — е› (х1 -Н хо) - го (хи, №), г» (Хт, Х5) = 


= ((1/2) хаха -Ё (1/2) жх») — (1/4) хлхз. 


Значение е›(х,--х2) складывается из произведений, получаю- 
щихся при перемножении значений для х, и хо членов полинома 
ео, сумма показателей степеней для которых меньше 2: 


0--0—0, 0-1 =1-Н0 =1, 0-2=1-#1=2-0=2. 


Остаток г2(х!, х2) складывается из произведений, получаю- 
щихся при перемножении значений для х: и хо тех членов поли- 
номов, сумма показателей степеней для которых строго больше 2: 


1--2=2--1=3, 2-2=4. 


Рассмотрим номер п>|, семейство чисел х!,..., х„, сумму 
х--...-х, этих чисел и произведение е!(х!),..., е(х„) значений 
е(х!), .... е(х„) экспоненциального полинома е; (1—0). Обозна- 
чим символом 7Г!(%, ... Х„) сумму всех произведений, по- 
лучающихся при перемножении значений для х1,..., х„ тех чле- 
нов полинома е, сумма А!--...--К„==А показателей К1,..., К» сте- 
пеней для которых строго больше /: 

| 
По (Жь Ха) = р ь р 


1<ЕЗШ Е. +... ЕЁ =Е 


При таких обозначениях формулу для произведения значений 
экспоненциального полинома выражает 

Лемма 1. е,(х1)... ее (х) =е(ж-Н...Нх) Ни (ж-... ха). 

Доказательство. Из дистрибутивности умножения относитель- 
но сложения вытекает, что произведение е,(х!)...е(х»„) сумм 


е,(х!),..., @(х„) равно сумме произведений их слагаемых: 
| № 1 Ё 
е, (х1) ... е, (х,) = ти |... нЕ = 
Е1! ний № 1: п 
0<Ё,< <, < . 
| | Ё 
я Хх] РВ. 
| ! п 
0О<&, А тасьь В < К . Е! 


320 


Вследствие ассоциативности сложения эти произведения 
можно р по значениям суммы А!--...-| „== показа- 


телей ^А!,..., Е» степеней чисел х1,..., Х»: 
ч ьч 
и хп = № — И а 
В! ыы: Во ьй | п 
ОВ < - О<Ё<т Ё:+...-+Ё = 
п п 
(1,151) 
Если ОА] ик, +... А,==А, то О—А!,..., Е, —<1. Поэтому 
] |: Е 
Хр... ЛХ П= 
Ио а| п 
О<Е<11 Ё, +... = 
(ай 5) 
Е \ РОВЕ ЗВ - Е, 
— ь И.В, Хх! А -- 


ре 
0<&< Ка +... = 


У И к 
о р Е ал 


С другой стороны, используя доказанную в & 5 главы 2 ча- 
сти [ раздела [ полиномиальную РВ убеждаемся в том, что: 


еж ..+х)= У +... += 


р 
ыы > | р Е! А мы 
ыы Е нь, Ро М, 
> ох п 


“ \ 1 и — | 
ра И ... АЛ. 


Из полученных равенств следует доказываемое равенство. 


3.1.-;. Оценка для разности 


Сумма членов с достаточно большими номерами в экспонен- 
циальном полиноме произвольно мала. 

Рассмотрим произвольные номер [, номер т и число х такие, 
что т>1>2|х|. 

Лемма 2. и. 


[ет (х) — е, (х)| = ны а: 


Доказательство. Используя неравенство треугольника, полу- 


чаем: 
“ | 1 
ет (х) — е, (х)| = — т | = № т |. 
1<Е<т 1[<Е<т 


2] и. Я. Савельев 35] 


Из условия />2|х| следует, что 


1-1)! | т. 
И о < Е < (1/2) 


для каждого номера ^>>1--1. Поэтому 
1-1 ь 
уме Уи 


МЫ (1--1)! и. Ё! 
«+! ры Е! 
- (НИ! ‚> 2) 2: 


Из полученных неравенств следует доказываемое 

Замечание. Для достаточно больших номеров [ правая часть 
доказанного неравенства произвольно мала. Это вытекает из того, 
что для каждого номера А>2|х| верно неравенство А-!|х| =<2-1 
и, значит, рассматриваемая правая часть меньше произведения 
некоторого числа на 2-(-2). 


4.1.5. Оценка для остатка 


Полученный результат позволяет оценить остаток в формуле 
для произведения значений экспоненциального полинома. 
Лемма 3. 


(1-1)! 
_ Доказательство. Используя неравенство треугольника, добав- 


ляя недостающие слагаемые с показателями степеней Ау,..., К, не- 
которые из которых больше [, получаем: 


1 Е 
|“ (Жь --› и)| 5 р ра И > [2 о < 
[5 В+... +В =В 1 и 
(1..6) 


1--1 
бы о д 2 2+... +). 


Е Е |. 
— > » В. А п. 
1<к<щ Ка+... АЙ 1°. п 


Вследствие полиномиальной формулы отсюда вытекает, что 


пи ид < Х лиф +вих= 


<Е<щ 


== ев (ха... +) — е (хи -... + №). 


По лемме 2 й 
1+1 
ет (хз ... |х |) 18} ([х| --... = |х.|} < он ... НН х„) 


(И 
если 1[>2([м|-...Н|х.|). 
Лемма 3 доказана. 
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Пример. Для каждых вещественных чисел х; и х2 верны нера- 
венства 


[72 (жа, 2) | < ((1/2) [хи [х2[2- (1/2) [хи]? х2| ) + (1/4) [|2 |< 
< ( (1/6) [х2|3- (1/2) [ж1 | [х2|?-+ (1/2) [жи [2 | | (1/6) [жи |3) 
В 
- (1/24) [х|“). 


Следовательно, 


[из (Ха, Хз) | = эт (| + |*;) ити те (х + < 


и, значит, № , 
из (1, хз) < 2 р, 


если || + |х2| 1 


5.1.5. Положительность значений 


Формула для произведения значений и полученная оценка 
остатка позволяют доказать, что для каждого вещественного чис- 
ла х и достаточно большого номера {/ значение е строго положи- 
тельно. Для положительных чисел х это следует из определений. 
Рассмотрим произвольное строго отрицательное число х. 

Лемма 4. в, (х) >0  (1> (4|х|-Е1) (ое. |х|-1)). 

Доказательство. Из определения экспоненциальных полиномов 
вытекает, что 

е(0) =1, е([х|) 21 (10). 
По формуле для произведения значений экспоненциального поли- 
нома 


е,(х)е,(—х) =е,(х—х) Ни, (х, —х) =1- и, (х, —х). 
Так как 
е(—х) = (]х|) >0, 
то отсюда следует, что 
е,(х) >0, 
если 
1. (х, —х) > 1-=|[и(х, —х) | >>0. 
Из следствия | вытекает, что 


р) 1+1 
[и (х, —*)\ < <2 И 5. 


если [>4|х|. 
Рассмотрим номер 0, определяемый неравенствами 


41 х| < —<4|х|-1. 
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Для каждого номера [>> имеем: 
С ое О (2 120® (ож 


НОР ФО НО 25 утв 
21| \1+1- 
— Г ы а 2, [о —( —0 
=4| Ш ХА 2-аы-5 
Из полученных неравенств вытекает, что 
о —*) |< 1, 


если 
41° 2+1 < 1. 
Это неравенство эквивалентно неравенству 
2-1 1052|х| — (11—41) —0, 

которое, в свою очередь, эквивалентно неравенству 

1721 (1ю52|х|-Н Г) -1. 
Из условия следует, что такое неравенство верно. Значит, _ 

[7 (х, —х) | < 1, 1+7 (х, —х) >0, е„(х) >0, 


что и требовалось доказать. 


2.5. Определения и обозначения 


В этом пункте рассматриваются центрированные и норми- 
рованные суммы случайных переменных и их композиция с экспо- 
ненциальными полиномами. 


1.2.5. Центрированные и нормированные суммы 


Рассмотрим семейство (р)!=;=„ независимых случайных пере- 
менных [; на множестве И исходов конечного вероятностного про- 
странства (И, 57; р, Р). Обозначим средние и стандартные откло- 
нения случайных переменных [, соответственно символами а; и 6; 

| 2 . 
Е (Г) =а, Рф) =ё; (1<]<п). 
Положим: 


1<3]<п 


ом а 2\1/2 


Будем предполагать, что хотя бы одна из случайных переменных 
|, невырожденная и, следовательно, 6 >>0. 
Рассмотрим семейство (5;)1=;=. случайных переменных 


в,—=6-'(р—а;) (1=]=< п) 
н их сумму 


_. м 
8 = хх 5» 
1</<п 


324 


Из независимости случайных переменных |, следует незави-. 
симость случайных переменных 5.. В самом деле, для каждых зна-. 
чений и; переменных &; равенства 5;(и) =; эквивалентны равенст- 
вам |,(и) =х, для х,=фу,-[а; и, значит, 

| —1 __ р! о — . 

{и: а, (и) =уд=а: (И) =И () ={и р (и =х (3] < п). 


Отсюда и из независимости случайных переменных |, вытекает 
(лемма 1 пункта 3 $ 3 главы 1), что 


Р(Па’' (у)) =Р(ПЁ' ()) =ПР([/" (х))} = ПР (67 ' (и). 


Следовательно (та же лемма), случайные переменные &; незави- 
симы (1<]|—< 1). 

Используя независимость переменных 5; и’ правила вычисле- 
ния среднего и дисперсии, нетрудно вычислить среднее и диспер- 
сию рассматриваемой случайной переменной 5. 

Имеем: 


Е(8;) =5-Е(р—а;) =в-"(Е (1) —а;) —6-! (а—а,) —0, 
р (8) = 6-2р (фа) = 6-20 (Ё) = 6-26 


для каждого номера ]=1,..., И. 
Следовательно, 


Е (8) = У, Е (8) =0. 
1</<п 


55/5; 
А так как случайные переменные 5; независимы, то 
Ри е 2  р-2ра 
Ра = = Ра=е” о 


<] < П >/5П 
Таким образом, 
Е (8) =0, 2(5) =1. 


В связи с этим говорят, что сумма © центрирована и нормирована. 


2.2. Композиция Сс полиномом 


Для каждых чисел =>>0 и #>0 рассмотрим случайные пере- 
менные 15; и 1(6—в) со значениями соответственно #5,(и) и 
1(2(и)—=) для каждого исхода и. Композиции этих случайных 
переменных с [1-м экспоненциальным полиномом е обозначим 
символами й; и Й: 


= е0(1(8—г)) = Х (ав). 


0<=<1 


Из независимости случайных переменных 5; следует незави- 
симость случайных переменных 1,(1<1=< и). В самом деле, для 
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каждых значений 2, переменных Й; равенства #,(и) =г; верны, 
если и только если &;(и)=С,; для некоторых событий С,, и значит, 


{шв (и) =г} = Ву" (2) = &7 (С) = {ш:в) (и) Сл 


(1<]=<и). Отсюда и из независимости случайных переменных &; 
вытекает (теорема | пункта 3 $ 3 главы 1), что 


Р(Пву' (2) =Р(Паг' (Ср) = ПР (а ' (С) = ПР(Ву` (2). 


Следовательно (лемма | того же пункта), случайные переменные 
й; независимы (1<]=< п). 


_ 3.5. Экспоненциальное неравенство 


Это неравенство оценивает вероятность значительного откло- 
нения центрированной и нормированной суммы независимых слу- 
чайных переменных от нуля. Оценка производится с помощью 
экспоненциального полинома. 


1.3.5. Неравенство для вероятности 


Используя положительность экспоненциального полинома, 
можно оценить вероятность значительного отклонения суммы & 
от нуля в положительную сторону с помощью среднего для Й. 

Рассмотрим число с>>0, ограничивающее абсолютные значе- 
ния всех случайных переменных 5;: 


| 53 (и) | <= с. 
для всех исходов и и номеров | =1,..., И. Заметим, что 


[в (и < р |8; (и) < пс 


для всех исходов и. 
Будем предполагать, что: 


(1) #81, 
(2) 1 Це? - (4(п-Е=/с) 1) (1082 (п =/с) +1). 


При этих предположениях из полученных результатов вытекает 
Предложение 1. Р{и: & (и) >=} —<Е (1). 
Доказательство. Рассмотрим событие 


А= {ш: 5 (и) >} = {и: 6 (и) —е>0}, 
описывающее значительное отклонение суммы & от нуля в поло- 
жительную сторону. 
Из определений следует, что 


п (и) =е(ЕК(&(и)—=))>1 (и=А). 
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Из условий | и 2 следует, что 
[> (41 (пс- =) 1) (1052 (Ё(пс--=)) +1) > 
> (4 [5 (и) —=|-Е1) (1082(Н а (и)—=|) 1) 


для каждого исхода и. 
По лемме 4 отсюда вытекает, что 


п (и) =е (К(8(и)—=)) >0 (и=0). 
Значит, | 
14 <Й. 


По правилу индикатора и правилу неравенства для средних 
отсюда следует, что 


Р(А) =Е(14) <Е(1). 


Это и требовалось доказать. 


2.3.5. Предварительные нер авенства для средних 


Чтобы получить неравенство для среднего случайной перемен- 
ной й, предварительно оценим средние для случайных переменных 
й,. По-прежнему будем предполагать, что верны неравенства | и2. 

Лемма 5. 


Е (В) <е; [1 ев(1+ 4) (1<1<»). 


Доказательство. Рассмотрим произвольный номер [(1—]—п). 
Вследствие правила линейности для среднего 


Е (В) = Уч Е (21). 


Так как 
Е (21=1, Е (8) =0, 
то 
{# Ь 
Е (В) =1+ 78 (81). 
2<Е 


Заметим, что 
вс“ (>2). 


Так как 
| 
Е (87) =Б (в) = = 
то 
#2 -2 67 
Е (в) < °Е (81) = > (#>2). 


327 


Кроме того, 


1 г? В [16 \#-? 
| Е—2 о 
ре 6 = Е г (> 2). 
Используя эти неравенства, получаем: 


р. 

[" р Ь; Р #с \Е-2 

УХ нЕ Х (+) 
р и 3 


Яр: 


Отсюда и из условия | следует, что 


2 у о 
> нЕ) Зы туш 


2 
Если (=, то 
| 3 с | 3—Чс [с 
=. 
31 — 1—3 1—3! 2 
Поэтому 
2 2 
Ё* | Ь; Г [С 
— В (8) Зря |1 +5) 
98 98 
Следовательно, 


_ 2 


-“ 


Е) (1+9) 


Из определения экспоненциального полинома е, вытекает, что 
для каждого номера [>>0 и каждого числа х>0 верно неравен- 
ство 


1-+х=—<е,(х). 


Из условия 2 следует, что />>0. Поэтому из полученного не- 
равенства для Е (й;) вытекает доказываемое. 


3.3.5. Неравенство для среднего 


Используя формулу для произведения значений экспонен- 
циальных полиномов, правило произведения для средних и имею- 
щиеся оценки, можно получить неравенство для среднего случай- 
ной переменной Й. 

Предполагается, что верны неравенства [ и 2. 

Предложение 2. 
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Доказательство. Из определения случайной переменной Й и 
формулы для произведения значений экспоненциального полинома 
вытекает, что 


п (и) = е(Ё(8 (и) —в) ) = е (11 (и) -.. .-Н 8» (и) — 
—15) = (—41=) е (10, (и))...е(„(и))— 
— 11 (191 (и),..., 1. (и),— 1) =е(—1) (и)... (и) — 
—^ (1591 (и),..., 18,(и), —1) 
для каждого исхода и. По условию | 
(и) |+... [8 (и) [+ |- | 3 - эи-На/с. 


По условию 2 и лемме 3 отсюда следует, что 


2 1+1 
Са (у еее, (в), <“ =п т ("+ ей. 


Значит, 
й (и) <е(—#)й, (и)... А(и) + а 


для каждого исхода и. | 

Так как случайные переменные #!,..., АЙ, независимы, то, 
используя правила неравенства, линейности и умножения для сред- 
него, выводим из полученного неравенства, что 


Е(й) =е, (—)Е (В!) аж Е (#,) -На. 
По лемме 5 
е, (-— 12) Е (11)... Е (В) <е, (-- 1®)е, (с1)...е, ыы 


2 р ян _ 2 ыы 
т с 
Используя формулу для произведения значений экспоненциаль- 


| 2 о . 
ного полинома и равенство 61 -... + 6, = 6, убеждаемся в том, 
что правая часть неравенства равна 


е) | [в +5 (1 -- =} Ч г, (С, ...3 Си, — 8). 
По условию 1 
[с ... 4 [ся] + = (1 +7) +33 + — 
По условию 2 и лемме 3 отсюда следует, что 


я "1 1+1 
(56 — Вира +) ° 
Значит, 


Е < в (-в+- (1 ит °)) + @+9, 


что и требовалось доказать. 
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Замечание. Для достаточно больших номеров [/ остаток г, 
произвольно мал. 


4.3.5. Экспоненциальное неравенство 


Из полученных для вероятности и среднего неравенств сле- 
дует основное неравенство, оценивающее вероятность значитель- 
ного отклонения от нуля центрированной и нормированной суммы 
& независимых случайных переменных 5,(1<]=<и1), абсолютные 
значения которых ограничены сверху числом с>0. 

Для каждых числа =г>0, достаточно малого числа Ё>0 и 
достаточно большого номера [, для которых 


< Ш, (> + (4 (= + =) + Г) (тов, [и + э р |, 


верно 
Предложение 3. 


Риз ве < ин = 


| о |: 1+1 1 =)” 


Доказательство. Это предложение следует из предложений 1 
и 2. 

Если г=<‹с-!, то условию {<5“! удовлетворяет число [=е. 
В этом др 


2 
ео $ (1+5 ‚== + (1+9) =-ч 2—0 <- г. 


Если =>с`', то ближайшим к е числом, удовлетворяющим 
условию #=с-!, является число {==с`!. В этом случае 


| Ес 8 1 .] |: 31 
и ча < 
г. 3 [5 | & #2 1 


Обозначим наименьшее из чисел Ги (#с)-! символом ф(ёс): 
И ф(=с) = шт {1, (#6)-!}. 
Если вс=<1, то ф(с) =1, а если ес>>1, то ф(8с) = (8с)=!<1. Из 
полученных для рассматривавшейся суммы неравенств следует, 
что 
| о 
и (1+3 |< < `Ф (6), 


если #=е= с или в >С-1== 
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При сделанных предположениях и введенных обозначениях из 
предположения 3 вытекает. 
Следствие 1. 


Р{и: 56 (и) >=} <е(—=?/4-ф(=с)) и. 
Замечание. Проведенные рассуждения показывают, что это не- 
равенство верно также, если 
ф(=с) =2—вс (вс=<1), ф(8с) = (#6)-1(#с>1). 
Полученное неравенство оценивает вероятность значительно- 
го отклонения переменной & от нуля в положительную сторону. 
При тех же предположениях из него легко вывести аналогичные 
оценки для вероятностей значительного отклонения от нуля в 
отрицательную сторону и значительного отклонения от нуля в 
любую сторону. 
Следствие 2. 
Р{и: 5 (и) <—=} <е(—е?/4-ф(=с)) п. 


Доказательство. Это неравенство вытекает из неравенства 
следствия | для суммы — в случайных переменных — 5, получен- 
ных из случайных переменных — };. 

Из независимости случайных переменных [, следует независи- 
мость случайных переменных — |, и, кроме того, 


Е (—1,) =—Е (В) =—а, 
р(-В=р® = 1</<7). 


Поэтому 
а = — 6 (ра) = 71 ((—Р) — (—а;)) (1=<]жп). 
Следовательно, для случайной переменной —5 верно н?®- 


равенство 
Р{и: —5(и) ==} <е(—е?/4-ф (с) ) м. а 
Так как 
{и: —& (и) >=} = {и: & (и) <—}, 


то отсюда вытекает доказываемое неравенство. 
Следствие 3. 


Р4и: [8 (и) | ==} < 2[е,(—=?/4-ф(=с)) +". 
’ Доказательство. Так как 


{и: |8 (и) [2==} = {и:8 (и) г} {и:а (и) <—} . 
и, значит, 


Р{и: |8 (и) | >} = Р{и: а (и) ==} Р{и: 8 (и) <—}. 


то это неравенство вытекает из. неравенств следствий 1 и 2. 

Условимся экспоненциальным неравенством называть неравен- 
ство следствия 3. Его можно считать основным результатом дан- 
ного параграфа. 
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4.5. Уточнение теорем Чебышева и Бернулли 


Экспоненциальное неравенство позволяет уточнить теоремы 
Чебышева и Бернулли. 


1.4.5. Уточнение теоремы Чебышева 


Как ив 6 3, рассмотрим семейство ({)1<,=„ независимых и 
одинаково распределенных невырожденных случайных переменных 
, на множестве исходов И конечной вероятностной модели (И, 55; 
р, Р). Положим: 


Е(р)=а, Бр)? (6>0, 151”). 


В соответствии с предыдущим пунктом рассмотрим также се- 
мейство (5;)1=,<„ случайных переменных #5; со значениями 


ви) == изо (в (и)—а) (и=И, 11”) 
и их сумму & со значениями | 


8(и)= У в, = пт" Ур (и) фа) иЕИ. 
1<]<п 1<]<п 

Сумма & пропорциональна отклонению арифметического сред- 
него случайных переменных ]; от их среднего а. Следовательно, 
для оценки вероятности значительного такого отклонения можно 
использовать экспоненциальное неравенство. 

Рассмотрим произвольное число &>>0 и число с>0, ограни- 
чивающее сверху абсолютные значения всех случайных перемен- 
ных 6; 


[83(ш) [==п7 б-р (и) —а] с 
для каждых исхода и и номера |=|,..., п. Рассмотрим также 


достаточно большой номер 


1+ (4 +=] + ща). 1. 


Для таких чисел в, с и номера [ при сделанных предположениях 
и введенных обозначениях верна 
Теорема Чебышева. 


Рае Хар ты 
1</<п ) 


2 [е, (— 82/4. ф (8с)) + ги. 


Доказательство. Из определения суммы & вытекает, что 


(шве в) = [шзииб-|-й Х уд фа = 


1<]/<п 


= [и и е — (в) а 


1</<п 


И ре | 


Поэтому доказываемое неравенство следует из экспоненциально- 
го неравенства, в котором 


ф(=с) = шт {1, (вс), 
2 ё \ 1+1 / 1 ё \1+1 
п< ат ("+) (=+%) } 


Теорема доказана. 
Замечание. Из доказанной раньше теоремы Чебышева следует, 

что 
Ри: [9-1 У риа 


1</<п 


— пиве) 58-2. 


Если число = достаточно мало, то правые части обоих неравенств 
больше | и эти неравенства тривиальны. Если же число = и номер 
[ достаточно велики, то правая часть нового неравенства меньше 
#-2, и поэтому оно точнее. 

Подчеркнем в то же время, что при доказательстве теоремы 
Чебышева в $ 3 предполагалась только попарная независимость 
рассматривавшихся случайных переменных. 

Для вычислений, связанных с экспоненциальными полинома- 
ми больших степеней, можно использовать имеющиеся таблицы. 

В частности, если [>30, можно пользоваться таблицей 


| | 88 | |8 


2(е (—-х?)-г)) 4 4 6 7 9 10 13 


2108.10 “ [3693.10 “ [3860.10 ^|2510 10 ‘19600-10 ° |2300-10 ‘13000.10 — 


Эту таблицу интересно сравнить с аналогичной таблицей для 
вычислений, связанных с неравенством Чебышева: 


вв || [| 38 | 4 | 


* 2500-10“ обо шило [163 -10—5 [650-10 | ооо 10-2 


0 = 
:- | 


Такое сравнение очень убедительно подтверждает большую 
точность экспоненциального неравенства. 

Пример. Уточненная теорема Чебышева позволяет получить 
сравнительно более хорошие результаты для примера о точности 
и числе измерений, рассматривавшегося в пункте 3.3. 

Как и в этом пункте, предположим, что 6=1, п=10 и 
&=—10-3. Дополнительно условимся считать, что возможные откло- 
нения прибора не превосходят 5 единиц: | 


бы) ето 15—66. 


Используя таблицу, убеждаемся в том, что при [>30 неравен- 
ство 


2(е (—х?) +") <“ (х=2718ф!?(8с)) 
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верно, если х=3. Следовательно, 
&==6 (вс=6.6-'=1, ф( с) =1). 
По новой теореме Чебышева отсюда вытекает, что практически 
достоверная точность измерений 
в==п-2 ре =10-3/2.1.6<0,2 
(в пункте 3.3 была получена точность 1). 


Точно так же, если 6 ==10-", в=10-! И &==10-2, из таблицы 
видно, что при [>30 неравенство 


2(е(—х?) | п) а (х=21ефи”? (вс)) 
верно, если х=2,5. Следовательно, 
в=5 (гс=6.6-!'<1, ф(ёс) =1). 
По новой теореме Чебышева отсюда вытекает, что число п из- 
мерений, практически достоверно обеспечивающее нужную точ- 
НОСТЬ &, определяется неравенством 


пир < г. 


Значит, 
п =-262=2=102.10-2.25=25 
(в пункте 3.3 было получено неравенство п>100). 


Упражнение. Доказать, что для каждых чисел &>0 и > 0 су- 
ществуют число хо >>0 и номер / такие, что 


ае (чх) >? 


для каждых числа х>хо и номера /> 1. 
Используя это неравенство и вытекающее из формулы для 
произведения значений экспоненциального полинома равенство 


@ (х) е (—х) —1--и (х, —х) , 


можно доказать, что для каждых чисел &>>0 и 1>>0 существуют 
ЧИСЛО Хо>>0 и номер [ такие, что 


же (—\х) <х-? 


для каждых числа х>>хо и номера />4. 


2.4.5. Уточнение теоремы Бернулли 


Как и в $ 4, рассмотрим модель Бернулли п испытаний с 
вероятностью успеха а и арифметическое среднее п-15 независимых 
и одинаково распределенных случайных переменных 5;(1<]=< п). 
Верны равенства 


Е (5) =а, ($; =а(1—а) < 4-1 (1<] п). 


Отсюда и из новой теоремы Чебышева вытекает новая 
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Теорема Бернулли. 
Р [: [и У 57 (и) — а] п-и.2-1.в} < 
1<]<п 
<< 2 [е, (— =*/4-Ф (с)) + ги. 
Пример. Уточненная теорема Бернулли позволяет получить 


сравнительно более хороший результат для примера о подбрасы- 
вании монеты, рассматривавшегося в пункте 3.4. 


Как и в этом пункте, предположим, что &и==10-3 и в=5.10—4. 
Возможные отклонения можно оценить числом с==10-!, считая, 
что число подбрасываний п>10:: 

|2: (и) |==17"26-1 |5, (и) —а]| <107!.2.2-'=10-1. 

Как и в примере с измерениями в предыдущем пункте, из 
условия &==10-3 получаем =г=6. По новой теореме Бернулли от- 
сюда вытекает, что число п подбрасываний монеты, ‘при котором 


отклонение частоты герба от вероятности 1/2, большее =, было бы. 
практически невозможным, определяется неравенством 


п-1/2.9-18 <. 
Значит, 
п-—г-?.9-2.г2—5-2.108.4-1.62?=36. 108 


(в пункте 3.4 было получено неравенство п> 10°). 


Часть П] 


ЗАДАЧИ 


д 


В этой части рассматриваются несколько десятков задач, связанных с конеч- 
ными вероятностными моделями и случайными переменными для таких моделей. 
Определения и факты, необходимые для решения задач, повторяются. Поэтому 
третью часть книги можно читать независимо от первых двух. 

Часть рассматриваемых задач дает представление о самых простых приложе- 
_ ниях теории вероятностей. Некоторые из этих задач имеют определенный практи- 


ческий интерес. 
Сравнительно более трудные задачи выделены в самостоятельную главу. 


Глава 1 


КОНЕЧНЫЕ ВЕРОЯТНОСТНЫЕ МОДЕЛИ 


В этой главе рассматриваются некоторые задачи, связанные с 
конечными вероятностными моделями. 


$1. СВОЙСТВА ВЕРОЯТНОСТИ 


Конечная вероятностная модель определяется конечным мно- 
жеством Ц, элементы и которого называются исходами, и поло- 
жительной нормированной функцией р на множестве И, которая 
называется элементарной вероятностью: 


р(и) >0, Хр(и) =1. 


Каждая часть А множества исходов ИП называется событием. 
Сумма Р(А) элементарных вероятностей р(и) исходов и, состав- 
ляющих событие А,— вероятностью события А: 


Р(А) = ры р (и). 


Конечная вероятностная модель описывает опыт с конечным 
множеством возможных результатов, реализация которых зависит 
от случая. Исходы описывают возможные результаты опыта. Со- 
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бития описывают явления, определяющиеся этими результатами. 
Элементарная вероятность исхода является мерой реализуемости 
результата, описываемого этим исходом. Вероятность события 
служит мерой реализуемости явления, описываемого этим 
событием. 

Замечание. Для того, чтобы избежать громоздких оборотов, 
вместо результат, описываемый исходом, говорят исход; вместо 
явление, описываемое событием,— событие; вместо мера реализуе- 
мости — вероятность. | 

Таким образом, термины исход, событие и вероятность упот- 
ребляются в двух смыслах: содержательном и формальном. 

При вычислении вероятностей событий удобно использовать 
следующие правила: 

Правило сложения: Р(А-+- В) =Р(А)-+Р(В) (АВ) =0. 

Правило вычитания: Р(В—А) =Р(В)—Р(А) (АВ). 

Правило дополнения: Р(А’) =1—Р (А). 

Правило объединения: Р(АЦВ) =Р(А) +Р(В)—Р(АВ). 

Правило неравенства: Р(А) < Р(В) (АВ). 

Среди конечных вероятностных моделей выделяются модели, 
Лапласа и модель Бернулли. | 


1.1. Модель Лапласа 


Классическая модель „Лапласа п равновероятных исходов оп- 
ределяется множеством И из п элементов и элементарной вероят- 
ностью р со значением 

р(и) =1/" 
для каждого исхода и. В этой модели вероятность Р(А) каждого 
события А равна отношению числа исходов П(А), составляющих 
событие А, к числу п(И) всех исходов: 


Р(А) =п(А)т(0). 


‚ Модель Лапласа описывает опыты с равновозможными ре- 
зультатами. 
Задача 1. Игральная кость подбрасывается два раза. Какова 
вероятность того, что хотя бы один раз появляется шестерка? 
Решение. При решении задачи 10 из $ | главы | было показа- 
но, что результаты двукратного подбрасывания кости можно опи- 
сать множеством И строк и=и1из длины 2, составленных из чи- 
сел 1, 2, 3, 4, 5, 6. Число таких строк равно 62=36. Симметрич- 
ность кости позволяет использовать модель Лапласа п=36 равно- 
вероятных исходов. Задача сводится к вычислению вероятности 
Р(С) события С, составленного из строк и=и!и2, для которых 
и =6 ИЛИ И2==6: 


С = {61, 62, 63, 64, 65, 66, 16, 26, 36, 46, 56}. 


1. Имеем: 
Р(С)=п(С)[п (И) =11/36; 
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2. Дополнение А=С” события С состоит из строк и=или», 
для которых и15=6б и 11526. Число таких строк равно 5==95. 
Поэтому 

Р(С’) =Р(А) =5?/6? == (5/6)?. 
По правилу дополнения, 
Р(С) =Р(А’) =1—=Р(А) =1—Р(С’) =1-— (5/6)?=11/36; 

3. Событие С равно объединению событий 

А = {61, 62, 63, 64, 65, 66} и В= {16, 26, 36, 46, 56, 66}, 


описывающих появление шестерки соответственно при первом и 
втором подбрасываниях. 
Имеем: 


Р(А) =6/36, Р(В) =6/36, Р(АВ) =Р({66}) =1/36. 
По правилу объединения, 
Р(С) =Р(АЦВ) =Р(А) + Р(В)—Р(АВ) =6/36-- 
-—-6/36—1/36 =11/36. 


Задача 2. В урне находятся 5 шаров, отличающихся только. 
номерами 1, 2, 3, 4, 5. Вынимается наугад выбранный шар и 
отмечается его номер. Вынутый шар возвращается в урну. 
После тщательного перемешивания из нее вновь вынимается 
наугад выбранный шар. Какова вероятность того, что выни- 
мается не один и тот же шар? 

Решение. При решении задачи 11 из $ | главы 3 части [ было 
показано, что результаты рассматриваемого опыта можно описать 
множеством И строк и==и1из длины 2, составленных из номеров 
1, 2, 3, 4, 5. Число таких строк равно 52=25. Условие о выборе 
наугад позволяет использовать модель Лапласа п=25 равно- 
вероятных исходов. Задача сводится к вычислению вероятности 
Р(А) события А, составленного из всех строк и=ишиз с различ-. 
ными номерами и! 52 и2. Дополнение А’ события А состоит из строк 
и= Ши с одинаковыми номерами (и! ==и2): 


А’= {11, 29, 33, 44, 55}. 
По правилу дополнения, 
Р(А) =1—Р(А’) =1-—п(А’) [п(И) =1-—5/95=4. 


Задача 3. В урне находятся 5 шаров, отличающихся только 
номерами 1, 2, 3, 4, 5. Вынимается наугад выбранный шар. 
Вынутый шар не возвращается в урну. Вновь вынимается 
наугад выбранный шар. Какова вероятность того, что номера 
вынимаемых шаров нечетные или в сумме меньше пяти? 
Решение. При решении задачи 12 из $ 1 главы 3 части [| было 
показано, что результаты рассматриваемого опыта можно описать 
множеством И строк и1из длины 2, составленных из неравных но- 
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меров и; и и2 из множества {1, 2, 3, 4, 5}. Число таких строк 
равно 20. Условие о выборе наугад позволяет использовать модель 
Лапласа п=20 равновероятных исходов. Задача сводится к вы- 
числению вероятности Р(А ЦВ) объединения АЦВ событий А 
и В, составленных из строк и=и1из (и! и2), для которых соответ- 
ственно и1 и и› нечетные и и! и›=5: 

А= {13, 15, З1, 35, 51, 53}, В== {12, 13, 14, 21, 23, 31, 32, 41}, 

| АВ== {13, 31}. 
Имеем: 
Р(А) =6/20, Р(В) =8/20, Р(АВ) =2/20. 

По правилу объединения, | 

Р(АЦВ)=Р(А)+Р(В)—Р(АВ) =6/20--8/20—2/20 = 3/5. 

Задача 4. Пообрасываются красная и белая игральные кости. 

Какова наиболее вероятная сумма числа очков? 

Решение. По аналогии с задачей | результаты рассматривае- 
мого опыта можно описать множеством И строк и=и1и2 длины 
2, составленных из чисел 1, 2, 3, 4, 5, 6, и использовать модель 
Лапласа п=36 равновероятных исходов. Задача сводится к вы- 
числению вероятностей Р(А,) событий А,‚, составленных из 
строк и=и1иг, для которых и!-Низ=$ ($=2, 3,..., 12): 

А›= {11}, Аз= {12, 21}, А. = {13, 22, 31}, 

А5== {14, 23, о. 41}, Ав= {15, 24, 33, 42, 51}, 
Ат= {16, 25, 34, 43, 52, 61}, Аз= {26, 35, 44, 53, 62}, 
Аэ= {36, 45, 54, 63}, Аю= {46, 55, 64}, 

А. = {56, 65}, А!›= {66}. 


Искомые вероятности содержит следующая таблица: 
и -ь з | в |8. о|юЮ|и | 
Р(А, )| 1/36 | 2/36 | 3/36 | 4/36 | 5/36 | 6/36 | 5/36 | 4/36 | 3/36 | 2/36 | 1/36 


Наиболее вероятно, что сумма числа очков окажется равной 7. 

Задача 5. Подбрасываются красная и белая игральные кости. 

Какова вероятность того, что сумма очков равна: 1) 7 или 

11; 2) 2 или 3 или 12; 3) любому другому возможному числу? 

Решение. Используем модель задачи 4. Дело сводится к вычис- 
лению вероятностей событий 


В=А1--Ап, П=А.-- Аз А, Н=А.--А5-- Аз Аз Аэ-Р Ан. 
Употребляя правило сложения и таблицу задачи 4, получаем: 
Р(А) =Р(У,У>) +Р(Н!Н>) =а?- (1—а)?== (0,52)2-| (0,48) 220,51. 

Р(Н)=3/36--4/36--5/36--5/36--4/36-- 3/36 = 6/9. 
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Замечание. Задача 5 имеет отношение к игре крэпс. Событие В 
описывает выигрыш в этой игре, П — проигрыш, Н — ничью. В 
случае ничьей кости подбрасываются снова и игра продолжается 
до тех пор, пока не повторится сумма очков, полученная при первом 
подбрасывании, либо не получится сумма 7. В первом случае игрок 
выигрывает, во втором — проигрывает. 


2.1. Модель Бернулли 


Модель Бернулли п испытаний с вероятностью успеха а опре- 
деляется множеством И строк и=и:...и, длины п, составленных 
из единиц и нулей, и элементарной вероятностью р со значением 


р(и) = а" (1—а)"-*69 ($ (и) =шщ--...Ни,) 


для каждого исхода и. 
Модель Бернулли описывает опыты, составленные из последо- 
вательности нескольких одинаковых и независимых испытаний, каж- 
дое из которых имеет два возможных результата: успех либо не- 
удача. 
Успех и неудачу при ]|-м испытании описывают события 


и О а 


составленные из строк, у которых на ]|-м месте соответственно 1 
или 0. Верна следующая 
Формула успехов и неудач: 
| Е / 
е. ПУ; П Нл =а (1 —а). 
_ РК = / 
В этой формуле К и Г. обозначают непересекающиеся множест- 
ва, составленные соответственно из К и / номеров 1,..., п. В част- 
ности, 


Р(У) =а, Р(Н) =1-—а (1—1... п). 


Пример 1. Гри рождении п=2 неидентичных близнецов каж- 

дый из них с вероятностью 0,52 оказывается мальчиком и с 

вероятностью 1[—а==0,48 — девочкой. Какова вероятность того, 

что близнецы оказываются одинакового пола? 

Решение. Предположим, что для описания пола неидентичных 
близнецов можно использовать модель Бернулли п==2 испытаний 
© вероятностью успеха а=0,52. В этой модели задача сводится к 
вычислению вероятности Р(А) события 


А=у. У. Н:Нь, 


описывающего появление двух мальчиков или двух девочек. Ис- 
пользуя правило сложения и формулу успехов и неудач, получаем: 


Р(А) =Р(У,У.) 1Р(НН>) = а?-+ (1—а)?= (0,52)2-1 (0,48)? 0,51. 
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Пример 2 (рис. 35). Нажимая кнопку 
К, можно привести в действие устройство Р, 
если и только если замкнуты одинаковые 
и независимые блокировки [ и 2, или 3, 
или 4. Каждая из этих блокировок с ве- 
роятностью а==10-Т замыкается случайно. 
Какова вероятность случайной разблоки- Рис. 35. 
ровки системы? 

Решение. Используем модель Бернулли п==4 испытаний с веро- 
ятностью успеха а=10-'. Задача сводится к вычислению вероят- 
ности объединения АДВИС событий 


А=у,уУ.5, В =у., Ат 


описывающих замыкание блокировок 1 и 2, 3, 4 соответственно. 
Используя правило объединения и формулу успехов и неудач, 
получаем: 


Р (ВИС) -= Р(Б) + РГ! —Р(ВС) =3а-— а?. 
Заметим, что А(ВЦС) =31111 111%, 101% 
Р(А(ВИС)) = а“ + 2а` {1 — и). 
Еще раз используя правило объединения, находим: 
_  Р(АУВУС)=Р(А) +Р(ВИС) —Р(А(ВИС)) = 
= а? -{ 2а— а — ай — 208 (1 — а) = 2а — 2а3 - а“ < 10-5. 


Можно считать, что случайная разблокировка системы прак- 
тически невозможна. 

Пример 3. На реактивном двигателе вместо одного устачовле- 

но два воспламенителя Г и 2. На воспламенителе 1 вместо 

одного установлено два электрозапала 3 и 4, на воспламените- 

ле 2 — электрозапалы 9 и 6. Каждый из всех этих элементов 

системы запуска двигателя, независимо от других, с вероят- 

ностью а==10-3 выходит из строя. Какова вероятность запуска 

двигателя? 

Решение. Используем модель Бернулли п==б испытаний с ве- 
роятностью успеха а= 10-3. Задача сводится к вычислению вероят- 
ности объединения АПЦВИСИО событий: 


А=Н|!НЪ, Ва ЕН е. = НоНб, 


описывающих рабочее состояние воспламенителей и соответствую- 
щих электрозапалов. 

Последовательно применяя правило объединения, убеждаемся 
в том, ЧТО: 


О я 
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где 


$'=Р(А)-+Р(В)-+Р(С) +Р(Р), 
$,=Р(АВ)-+Р(АС)-+-Р(АР)-+Р(ВС)-+Р(ВЬ)--Р(СЬ), 
5,—Р(АВС)+Р(АВЬ)-+Р(АСЬ)+Р(ВСЬ), 
$.=Р(АВСР). 


Используя формулу успехов и неудач, получаем: 


Р(АОВИСИР) = 4 (1 — а)? — (2 (1— а + 4 (1— а)*) + 


+4 (1 — а) — (1 — а) = 1 — а? — 223 + а“ + 24 — = 1— 10-8. 


Можно считать, что запуск двигателя практически достоверен. 


1.2.1. Задача о первом успехе 


Какова вероятность того, что в последовательности п одина- 
ковых и независимых испытаний, каждое из которых с вероят- 
ностью а оканчивается успехом и с вероятностью 1—а — не- 
удачей, первый успех появляется при Е-м испытании? 

Решение. В модели Бернулли п испытаний с вероятностью 


успеха а задача сводится к вычислению вероятности события 


А = 


У, Г Ну описывающего успех при Ю-М и неудачи при всех пре` 
]<Ё 


дыдущих испытаниях (1|<А=<1п). По формуле успехов и неудач 
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Р(А) =а(1—а)"-1. 


Пример 1. Симметричная монета подбрасывается п=10 раз. 
Какова вероятность того, что первый герб ‘появится при Е= 
—=/0-м подбрасывании? 

Ответ: (1—1/2) 10-1. 1/2 == (1/2)10 0,001. 

Пример 2.В одинаковых и независимых условиях производят- 
ся п=3 выстрела, при каждом из которых с вероятностью а== 
—0,8 поражается цель, а с вероятностью 1—а=0,2 — нет. 
Какова вероятность того, что цель поражается впервые при 
Е —=3-м выстреле? 

Ответ: 0,22.0,8 =0,032. 

Пример 3. Из 10000 изделий, среди которых 10 негодных, п= 
—100 раз наугад выбирается одно (и каждый раз возвращает- 
ся на место.) Какова вероятность того, что первое негодное 
изделие появится при =10-м выборе? 

Ответ: (1—0,001)3.0,001 <0,001. 


2.2.1. Задача о хотя бы одном успехе 


Какова вероятность того, что оканчивается успехом хотя бы 
одно из п одинаковых и независимых испытаний, каждое из 
которых с вероятностью а оканчивается успехом, а с вероят- 
ностью |[—а — неудачей? 


Решение. В модели Бернулли п испытаний с вероятностью 
успеха а задача сводится к вычислению вероятности Р(А) собы- 
тия А, составленного из всех строк и, в которых ‘есть хотя ‘бы одна 
единица. Дополнение А” события А состоит ‘из единственной строки 
и=0...0. Поэтому 


| Р(А’) =р(0...0) =а°(1—а)"- == (1—а)”". 
По правилу дополнения получаем: 
Р(А) =1—(1— а)". 


Пример 1. Симметричная монета подбрасывается п==10 раз. 
Какова вероятность того, что хотя бы один раз она падает 
гербом вверх? 

Ответ: 1— (1/2) 100,999. 

Пример 2. В одинаковых и независимых условиях производятся 
п=9 выстрела, при каждом из которых с вероятностью а==0,8 
поражается цель, а с вероятностью |[1—а=0,2 — нет. Какова 
вероятность того, что цель поражается хотя бы один раз? 
Ответ: 1— (0,2)3=0,992. 

Пример 3. Из 10 000 изделий, среди которых 10 негодных, п== 
—100 раз выбирается наугад одно (и каждый раз возвращает- 
ся на место). Какова вероятность того, что среди выбираемых 
изделий хотя бы один раз оказывается негодное? 

Ответ: 1—(1—0,001) 1090,1 


3.2.1. Задача о числе испытаний 


Каким должно быть число п одинаковых и независимых испыта- 
ний, каждое из которых с вероятностью а оканчивается успе- 
хом, а с вероятностью |—а — неудачей, чтобы вероятность хотя 
бы одному испытанию окончиться успехом была больше 1—0? 
Решение. Используя решение задачи о хотя бы одном успехе, 
находим, что требуемое в условии задачи неравенство 
Р(А) =1—« 
эквивалентно неравенству 
(1—а)*"=— а. 


Если О<а<|1и 0<&<1, то это неравенство эквивалентно 
неравенству 


з 105 & 
= 1ов (1 — а) ° 


Пример 1. Какое число п раз нужно подбросить симметричную 
монету, чтобы вероятность хотя бы одного появления герба бы- 
ла больше 1—и==0,992 

‚Ответ: 

105 (0, 01) 


> ке) 26. 
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Замечание: Этот результат можно истолковать так: если под- 
брасывать симметричную монету 7 раз, то практически достоверно, 
что хотя ‘бы один раз она упадет гербом вверх. 

Упражнение. Подбросить монету 100 раз по 7 раз и отметить 
число семерок, в которых герб появится хотя бы один раз. 

Пример 2. Гри каждом выстреле с вероятностью а==0,7 по- 

ражается цель, а с вероятностью 1[1—а==0,5 — нет. Какое число 

п выстрелов нужно произвести для того, чтобы вероятность 

хотя бы одного поражения цели была больше 1[—а==0,99? 

Ответ: 


_1ов (0,01). 


> (оз) 73. 


Замечание. Этот результат можно истолковать так: если про- 
изводить 4 выстрела, то практически достоверно, что хотя бы один 
раз цель окажется пораженной. 

Пример 3. Какое число п раз нужно наугад выбрать одно из 

10000 изделий, среди которых 10 негодных (каждый раз воз- 

вращая его на место), чтобы вероятность хотя бы один раз 

выбрать негодное изделие была больше 1—ая==0, 999? 


Ответ: 
10 (0,001) 


п > в (0.099) 


= 7500. 


Замечание. Этот результат объясняется малостью доли а= 
—0,001 негодных изделий и чрезвычайной строгостью 1—0 ==0,999 
контроля. Для того, чтобы обеспечить такой строгий контроль, 
нужно проверить примерно 3/4 всех изделий. 


4.2.1. Задача о данном числе успехов 


Какова вероятность того, что оканчиваются успехом ровно т 

из подинаковых и независимых испытаний, каждое из которых с 

вероятностью а оказывается успехом, а с вероятностью 1[—а— 

неудачей? 

Решение. В модели Бернулли п испытаний с вероятностью 
успеха а задача сводится к вычислению вероятности Р(А„) 


события 
А«= {и:5 (и) =т}, 


составленного из всех строк и=и!...и»,, в которых ровно т 
единиц. Число таких строк равно | и } Элементарная вероятность 
р(и) каждой такой строки и одна и та же: 

р(и) =а" (1—а)"". 
Поэтому 


1% (А) = е ат (1 — а)"-т. 
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Пример 1. Вычислительная машина производит п==1000 006 
одинаковых и независимых операций, в каждой из которых с 
вероятностью а==0,001 происходит ошибка, а с вероятностью 
[—а=0,999 — нет. Какова вероятность того, что все п= 
—1 000 000 операций производятся машиной без ошибок? 
Ответ: Р (Ао) = (1—а)"== (1—0,001) 1060 000, 
Замечание. Неравенство Бернулли позволяет оценить малость 
этой вероятности. 
[9 


Если О<а< 1, то => а Е 


а 


| Г а. 
< 1+ л(с— 1) т — а па’ 


(1 =. а)" 


А 
[в 


В частности, если а=10-3 и и=105, то 


о. | 


к 3 
108103 108 — И 


Пример 2. Елочная гирлянда состоит из п==10 последователь- 

но соединенных лампочек, каждая из которых с вероятностью 

а=0,01 перегорает, а с вероятностью 1—а==0,99 — нет. Какова 

вероятность того, что ни одна лампочка в гирлянде не пере- 

горает? 

Ответ: Р (Аз) = (1—а)” == (1-—10-2) 0 = 1—10. 10-2 =0,9. 

Замечание. Это число оценивает надежность гирлянды лам- 
почек. 

Пример 3. Имеются две розовые урны, в каждой из которых 

находятся красный и белый шары. Из каждой урны вынимает- 

ся наугад выбранный шар. Какова вероятность того, что 

среди них Е=0, 1, 2 красных? 

Решение. Условие о выборе наугад позволяет использовать 
модель Бернулли и==2 испытаний с вероятностью успеха а=12. 
Задача сводится к вычислению вероятностей событий Ао, Ав, Ао: 


Р(А)= |) 6 (1— 1/2) 2-0 = 1/4, 
и И (12 (1 — 1/21 = 1/ 


ВА р (1 — 1/2)2-2 (1/2) = 1/4. 


у 


Замечание. Задача о розовых урнах имеет отношение к генети- 
ке. С основами генетики можно познакомиться, прочитав книгу 
Н. П. Дубинина «Горизонты генетики». (М., «Просвещение», 1970). 

При скрещивании растений двух родственных видов, одного с 
белыми цветами, а другого с красными, были ‘получены гибриды с 
розовыми цветами. При скрещивании 564 таких тибридов 141 из 
них дали растение с белыми цветами, 291 —с розовыми и 132 — 
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с красными. Соответствующие частоты 0,350; 0,516 и 0,234 близки 
к 1/4, 1/2 и 11/4. 

Теория Менделя объясняет этот факт следующим образом. 
Каждая участвующая в образовании гамет клетка растения со- 
держит пару хромосом, у которой связанный с окраской цветов 
локус занят парой генов и1, иг. Принадлежащий 1-й хромосоме ген 
и, может быть геном 0, обусловливающим белую окраску цветов, 
либо геном 1, обусловливающим красную окраску. Аналогично оп- 
ределяется принадлежащий 2-й хромосоме ген и. Если растение 
имеет генотип 00 (и! = и›==0), то у него 'белые цветы, если 11(и, = 
—и.=1),— красные. Гибриды имеют генотип {01, 10} (и. =0, и›=1 
Или И =|, И2=0) и розовые цветы. Рассматриваемые клетки гиб- 
ридов ‘при делении производят гаметы двух типов: одна из них 
содержит хромосому с геном 0, а другая — хромосому с геном 1. 
При скрещивании гаметы одной клетки соединяются с гаметами 
другой независимым и одинаково случайным образом: каждая га- 
мета каждого типа с одинаковой вероятностью соединяется с каж- 
дой другой. 

Схематически этот процесс можно описать выбором наугад ша- 
ров из урн, рассматривавшимся в примере 3. = 

Пример 4. Каково наиболее вероятное число успехов для оди- 

наковых и независимых испытаний, каждое из которых оканчи- 

вается с вероятностью а успехом, а с вероятностью 1—а— 

неудачей? 

Решение. В модели Бернулли п испытаний с вероятностью 
успеха а задача сводится к выяснению того, какое из чисел Р(А„) 
наибольшее (т=0, |1,..., п). Будем предполагать, что 0<а<]. 

Как нетрудно проверить, использовав решение задачи о данном 
числе успехов и свойства биномиальных коэффициентов, 


Р (А) _ (п уа-—т 
Р (Аи)  тИр— а) 


1. 
Поэтому | 
Р(А„-,) >Р(А»), если т> (п- Па, 
Р(А„-,) =Р(А»м), если т= (п Па, 
Р(А„-.) < Р(А„), если т< (п Па. 


Следовательно, наиболее вероятное число успехоь м равно 
целой части числа (п--1)а:т== [ (п-+1)а]. 

Замечание. Если число (п--Г)а целое, то наиболее вероятными 
числами успехов являются т= (и-+ 1)а, т— 1 == (и--1) а—1. На- 
пример, если и=3 и а=1/2, то 

Р(Ао) =1/8, Р(А,) =3/8, Р(А>) =318, Р(Аз) = 118. 


Пример 5. Какова вероятность того, что при 100 подбрасыва- 
ниях симметричной монеты ровно 50 раз появится герб? 
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Решение. В модели Бернулли п==100 испытаний с вероятно- 
стью успеха а=1/2 задача сводится к вычислению вероятности 
Р(Аз) события Аш: 


Р (4) — еы (1/26 (1 — 1/2)100-50 -= = ТГ 2-100 — 0.08. 


Заметим, что при и==100 и а==1/2 число 
т= [ (1-1) а] =[101-1/2] = [50--1/2] = 


является наиболее вероятным числом успехов. 


5.2.1. Задача о большом числе успехов 


Какова вероятность того, что оканчиваются успехом больше, 
чем т из п одинаковых испытаний, каждое из которых окан- 
чивается с вероятностью а успехом, а с вероятностью 1—а— 
неудачей? 
Решение. В модели Бернулли п испытаний с вероятностью ус- 
пеха а задача сводится к вычислению вероятности р(А) суммы. 
А=А,„-... А, (0—<—тэ—п) 


попарно не пересекающихся событий Дм,..., А». 
Используя правило сложения и решение задачи о данном чи- 
сле успехов, получаем: 


Р(А) =Р(А,) +... + Р(А,) = 
— |" ат (1 — а)"-п ие ь (ра) 555 


т 
у я а! (1 — а)"—. 


/ 
т<п 


Замечание. При большом числе слагаемых использовать полу- 
ченное равенство трудно. Если типа, то можно оценить найден- 
ную сумму следующим образом. Будем предполагать, что 0<а< 1. 

Как уже отмечалось, 


Р (А) _ па, _ 
К Ее 


Если (п+Га<т-- 1, то 
9(1—1) >9(0, 


д=9(т- 1) =9(0. 


и поэтому 


Следовательно, 
Р(А) _ Р(А) Р(4-1)  Р(Аи) _ 
Р(А„) Р\(А-1)Р (41-5) `` Р(А„) 


=49(1)9(1-—1)...9(т-1) <9“”. 
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Таким образом, 
Р(А.) <Р(А„)9-" (тп). 


Суммируя эти неравенства, получаем: 


Я Р(А)«Р(А,) Х 4". 


т<<п т<< 


Заметим, что 
(п Па-—(т-| 
а. 


Используя известное равенство для суммы геометрической 
прогрессии, находим: 


О<9=9(т- 1 = 


-т_ У в о ЕО @-® 
р ь от" < = 1—4 (т 1) — (пП- 0а 
Следовательно, 


1) (1 —а) 
РА: №. Ре Ра" | 
( ) Ре. ( = ( а тат 

Пример 1. //роизводится залп п==12 одинаковых и независи- 
мых ракет, каждая из которых с вероятностью а=!/3 поражает 
цель, а с вероятностью 1—а==2/3 — нет. Цель уничтожается, если 
ее поражают больше т==8 ракет. Какова вероятность уничтожения 
цели? 

Решение. Используя решение задачи о большом числе успехов 
и полученную оценку, находим, что искомая вероятность 

ГАИ (12 \/18/2\1 2(8 -+ 1) 2/8 

Р(А= У Е |5) = ее ОО, 
во ео о 


/ 


Из-за малой вероятности поражения и большого количества 
ракет, необходимых для ее уничтожения, цель практически не 
уничтожается. 

Пример 2. Космическая частица, попадая в данную область 

пространства, порождает лавину п=600 одинаковых и незави- 

симых частиц, каждая из которых с вероятностью а==1[2 ре- 
гистрируется одним из счетчиков, а с вероятностью 1—а= 

— 1/2 — нет. Какова вероятность того, что регистрируется боль- 

ше, чем т==500 частиц? 

Решение. Используя решение задачи о большом числе успехов 
и полученную оценку, находим, что искомая вероятность 


60 600' | 600 501.1/2 
РА а а 2 Ш 600.8 < 
1[=500 
600-599... 501 501 


< 100.99...1 = 1002 — 601 


9-60 < 2. 10-10. 
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Регистрация счетчиками такого большого числа частиц в дан- 
ных условиях практически невозможна. 
Пример 3. Что более вероятно получить: 
Г) хотя бы 1 раз 6 очков, подбрасывая кость 6 раз; 
2) хотя бы 2 раза 6 очков, подбрасывая кость 12 раз; 
3) хотя бы 3 раза 6 очков, подбрасывая кость 18 раз? 
Решение. Используем модель Бернулли п=6, 12, 18 испытаний 
с вероятностью успеха а=1/б. Задача сводится к вычислению ве- 
роятностей событий В„,=А„-...-А,, описывающих появление 
больше т=1, 2, 3 успехов соответственно: 


РВ | (1/6): (5/6)"-1 = 1—- Е (1/6)® (5/6)"-*. 


0<#< 


Произведя вычисления, получаем: 
1) Р(В, в) =1-—(5/6)8 20,665; 
2) Р(В» 12) = (1—5/6)?—12.1/6 (5/6) " ==0,619; 
3) Р(Вз вв) =1-— (5/6) 18—18. 1/6 (5/6) "—153 (1/6)? (5/6) 18 ==0,597. 


Замечание. Вместо того, чтобы подбрасывать п==6, 12, 18 раз 
одну кость, можно один раз подбросить п=6, 12, 18 костей. Свя- 
занные с такими подбрасываниями игры разработал Сэмуэль Пе- 
пайс. Вероятности появления соответственно хотя бы т=1, 2, 3 ше- 
стерок по просьбе Пепайса вычислил Исаак Ньютон. 


$ 2. УСЛОВНАЯ ВЕРОЯТНОСТЬ 


Для каждых события А и возможного события В, для которого. 
Р(В) >0, определяется условная вероятность 


Р»(А)=Р(АВ)/Р(В) 


события А при условии В. Условная вероятность Рз(А) служит 
мерой реализуемости события - при условии, что реализуется со- 
бытие В. 


1.2. Правила умножения и деления 


Определение условной вероятности можно сформулировать как 
Правило деления: Р‚(А) =Р(АВ)/Р(В). 

Непосредственно из правила деления вытекает 
Правило умножения: Р (АВ) =Р(В)Рь(А). 

Задача 1.Игральная кость подбрасывается два раза. АОН 
что сумма очков равна 10. Какова вероятность при этом усло- 
вии того, что один раз появляется 6 очков? 

_ Решение. Используем модель задачи | пункта | из & 1. Задача 
сводится к вычислению ‘условной вероятности Р,(А) события 
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А = {46, 64} при условии В= {46, 55, 64}. По правилу деления 
Р,(А) =Р(АВ)/Р(В) =Р ({46, 64}) /Р ({46, 55, 64}) = 
— (2/36) / (3/36) = 2/3. 


Задача 2. Рассматривается выбор с возвращением, описан- 

ный в задаче 2 пункта 1 из $ [. Известно, что первый раз вы- 

бирается шар 1. Какова вероятность при этом условии того, 

что второй раз выбирается шар 2? 

Решение. В модели задачи 2 пункта | из $ | дело сводится 
к вычислению условной вероятности Рз(А) события А=={12, 22, 
32, 42, 52} при условии В = {11, 12, 13, 14, 15}. По правилу деления, 


Рь(А) =Р(АВ)/Р(В) =Р({12})/Р({11, 12, 13, 14, 15}) =1/5. 


Задача 3. Рассматривается выбор без возвращения, описанный 
в задаче 3 пункта [ из $ 1. Известно, что первый раз выбирается 
шар 1. Какова вероятность при этом условии того, что второй раз 
выбирается шар 2? 

Решение. В модели задачи 3 пункта | из $ | дело сводится 
к вычислению условной вероятности Р»з(А) события А== {12, 32, 
42, 52} при условии В = {12, 13, 14, 15}. По правилу деления, 


Р,(А) =Р(АВ)/Р(В) =Р({12})/Р ({12, 13, 14, 15} =114. 


Задача 4. Симметричная монета подбрасывается п=10 раз. 
Известно, что при Е=З-м подбрасывании появляется герб. 
Какова вероятность при этом условии того, что этот герб пер- 
вый? 

Решение. В модели Бернулли п==10 испытаний с вероятно- 
стью успеха а=1/2 задача сводится к вычислению условной веро- 
ятности Рз,(А) события А=Н,НэУз при условии В = Уз. По правилу 
деления и формуле прямоугольника, 

Рь(А) =Р(АВ)/Р(В) =Р (Н:НзУз)[Р (53) =114. 

Задача 5. Рассматривается выбор без возвращения, описанный 

в задаче 3 пункта 1 из $ 1. Какова вероятность того, что пер- 

вый раз выбирается шар 1, а второй раз — шар 2? 

Решение. В модели задачи 3 пункта 1 из $ 1 дело сводится 
к вычислению вероятности Р(АВ) пересечения событий А == {12, 32, 
42, 52} и В= {12, 13, 14, 15}. Используя правило умножения и ре- 
‚ зультат задачи 3 этого пункта, получаем: 


Р(АВ)=Р(В)Рь(А) == (4/20) (1/4) = 1/20. 
То же самое получается и при непосредственном расчете: 
Р(АВ)=Р ({12}) = 1/20. 
2.2. Формула полной вероятности 
Стандартные задачи, решаемые с помощью формулы полной 


вероятности, можно схематически описать следующим образом. 
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Задача о полной вероятности. Известны: 
Г) вероятности Р(В;) =В: нескольких исключающих друг 
друга условий В, одно из которых с достоверностью выполня- 


ется; | 
2) условные вероятности Рв, (А) = а; события А при усло- 


вии, что выполняется В.. 
Какова вероятность Р(А) события АД? 
Решение. Рассмотрим конечную вероятностную модель, о 


о множеством исходов И=={11,...,Й,..., п, 10,...,Ю,. 
„п0}, составленным из п строк 11, ..., Е. п строк. '10,.. ыз 
..Ю,..., ПО, и элементарной вероятностью р со значениями 


р (11) —= Вон, р (10) —В: (1—0) (1—1, а п). 
В этой модели каждое условие 
Е М и 


составлено из двух строк И и П, а событие 
И а | 


— из п строк 11,...,.Й,... п]. 
Используя свойства вероятностей В; и о, нетрудно проверить, 
что в этой модели 


Р(В;) =В, Рв,(А) =& (=1,... п). 


Решение задачи дает 
Формула полной вероятности: 


Р (А) =УР(В) Рь, (А) = Х Ва. 


= — 


Пример 1. Имеются красная, черная и белая урны с черными 
и белыми шарами. 

В красной урне аа =1 черный и аа==2 белых шара, 

в черной — 6, =2 черных и 6-=3 белых, 

в белой — с. =3 черных и с.=4 белых. 
Из красной урны наугад выбирается шар. Если этот шар чер- 
ный, то следующий шар также наугад выбирается из черной 
урны. Если шар, выбранный из красной урны, белый, то сле- 
дующий шар наугад выбирается из белой урны. Какова веро- 
ятность того, что оба выбирающиеся шара имеют одинаковый 
цвет? 
1. Подробное решение. Условимся описывать: 

строкой 11 выбор черного шара из красной урны и 

строкой 11 — черного шара из черной урны; 

строкой 10 выбор черного шара из красной урны и 

строкой 10 — белого шара из черной урны; 

строкой 21 выбор белого шара из красной урны и 

строкой 21 — белого шара из белой урны; 
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строкой 20 выбор белого шара из красной урны и 
строкой 20 — черного шара из белой урны. 
Множество строк 


(= {11, 21, 10, 20} 


описывает возможные результаты рассматриваемого опыта. 
Условия 


Ви={11, 10}, В» = {91, 20} 


описывают соответственно выбор черного и белого шаров из крас- 
ной урны. Так как выбор производится а то 

Р(В) = и = 13, РА ег =]. 
Аналогично, вследствие выбора наугад шаров из черной и белой 
урн, условные вероятности события 


а 
описывающего выбор двух черных шаров или двух белых, равны 
соответственно: 


о 


ыы = 2/5, Рв, (4) = = 4/7. 


С1 —- С2 


Из правила умножения вытекает, что элементарная вероят- 
ность р, описывающая реализуемость возможных результатов рас- 
сматриваемого опыта, имеет значения: 


Ре р и Е Е. Е: 
РНЕ и 3 5’ р аа ас 3 Т’ 
ь г 3 с 9.3 

1 син а1 ® ых. ПН Он кий Е м ры а о 
Р( 0) ал —- а2 р -- 65 Э 9" р (20) а1 -- а2 Ст - С2 _. 1 


В вероятностной модели, определяемой такими множеством 
исходов И и элементарной вероятностью р, задача сводится к вы- 
числению вероятности р(А) события А = {11, 21}. По формуле пол- 
ной вероятности 


Р(А) =Р(В,)Рв, (А) Р (В,) Рв,(А) = 


5 


о 5 - 


| 


2. Краткое решение. Задача сводится к задаче о полной ве- 
роятности с вероятностями условий В=1/3, В. =2/3 и условными 
вероятностями ©! =2/5, и ==4/7. Искомая вероятность равна 


Во -- В20:2 А 0,51. 


Пример 2. //о данным переписи 1951 года, в Англии и Уэльсе 
среди отцов, имеющих сыновей, оказалось 

13% темноглазых и 87% светлоглазых. 
У темноглазых отцов оказалось 

39% темноглазых и 61% светлоглазых сыновей. 
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У светлоглазых отцов оказалось 
10% темноглазых и 90% светлоглазых сыновей. 
Какова вероятность того, что наугад выбранные среди этого 
населения отец и сын имеют глаза одинакового цвета? 
Решение. Задача сводится к задаче о полной вероятности с ве- 
роятностями условий В! ==0,13, В2=0,87 и условными вероятностями 
91 ==0,39, а›=0,90. Искомая вероятность равна 


В: В202 А 0,82. 


‚Замечание. Выбор наугад отца и сына можно представлять 
как выбор двух шаров по схеме примера | из красной, черной и 
белой урн с а,=!3 и а2=87, 61 =39 и 6.=61, с1=10 и с›.=90 
черными и белыми шарами соответственно. Черные и белые шары 
в красной урне описывают темноглазых отцов, в черной — темно- 
глазых и светлоглазых сыновей у темноглазых отцов, в белой — 
у светлоглазых отцов. 

Пример 3. Статистика показывает, что среди двоен оказывается 

28% идентичных и 72% неидентичных близнецов. 

Среди идентичных близнецов 

100% одного пола, 0% разного пола. 
Среди неидентичных близнецов. 
20% одного пола, 50% разного пола. 

Какова вероятность того, что наугад выбранные среди двоен 

близнецы имеют одинаковый пол? 

Решение. Задача сводится к задаче о полной вероятности с 
вероятностями условий В: =0,28, В›=0,72 и условными вероятно- 
стями @1=1, ©2==0,5. Искомая вероятность равна 


Ви Васе 2 0,64. 


Замечание. Эта вероятность близка наблюдаемой в действи- 
тельности частоте появления однополых близнецов при рождении 
двоен. 

Появление однополых близнецов можно представить как появ- 
ление двух шаров одинакового цвета по схеме примера 1 из крас- 
ной, черной и белой урн са! =28 и аг=72, 6, =100 и 62=0, с1=50 
И С2=—50 черными и белыми шарами соответственно. Черные и бе- 
лые шары в красной урне описывают идентичных и неидентичных 
близнецов, в черной — однополых и разнополых близнецов среди 
идентичных, в белой — среди неидентичных. 

Пример 4. В условиях примера 1 какова вероятность того, что 
второй из выбирающихся шаров черный? 

Решение. Задача сводится к задаче о полной вероятности с 
вероятностями условий В =1/3, В2==2/3 и условными вероятностя- 
МИ 01 =2/5, и›=3/7. Искомая вероятность равна 


В: Вас 2 0,42. 


Замечание. Вероятностная модель для примера 4 аналогична 
модели примера 1. Меняется только содержание исходов 21 и 20: 
в модели для примера 4 исход 21 описывает выбор белого шара из 
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красной урны и черного из белой, а исход 20 — белого из красной 
и белого из белой. В соответствии с этим меняются элементарные 
вероятности исходов и условная вероятность Рв, (А) события А: 


С1 
Рв, (А) = РГР — 3/7. 

Следующие примеры 5, 6 решаются по той же схеме, что и при- 
мер 4. 
Пример 5. Среди помещенных в Т-образный лабиринт голод- 

ных крыс 

20% бегут в левый конец и 50% — в правый. 

Среди крыс, побывавших в левом конце с пищей и вновь поме- 

щенных в лабиринт, 

(50--100-=)% бегут в левый конец и (50—100-=)% — 
в правый. 

Среди крыс, побывавших в правом конце без пищи и вновь 

помещенных в лабиринт, 

50% бегут в левый конец и 50$ — в правый. | 

Какова вероятность того, что вновь помещенная в лабиринт 

крыса побежит в левый конец? 

Решение. Задача сводится к задаче о полной вероятности с ве- 
роятностями условий В! =0,5, В2==0,5 и условными вероятностями 
ои==0,5-- =, и2==0,5 (0<—<#=0,5). Искомая вероятность равна 


Вис Васе =0,5 (1--=) . 


Замечание. Число = выражает эффективность рассматриваемо- 
го процесса обучения крысы и определяется экспериментально. На- 
пример, если в==0,05, то вероятность того, что повторно помещен- 
ная в лабиринт крыса побежит к пище, равна 0,525. 

Пример 6. В самоанском письменном тексте 

67% гласных и 33 согласных букв. 
Среди букв, следующих непосредственно за гласной, 
_ 49% гласных и 51% согласных. 
Среди букв, следующих непосредственно за согласной, 
100% гласных и 0% согласных. 

Какова вероятность того, что за наугад выбранной буквой са- 

моанского текста непосредственно следует гласная буква? 

Решение. Задача сводится к задаче о полной вероятности с ве- 
роятностями условий В, =0,67, В›=0,33 и условными вероятностя- 
ми 01 =0,49, «›.=—=1. Искомая вероятность равна 


Во - Е В2062 АУ 0,66. 


Замечание. В примерах 7—9 рассматривается система связи 
(рис. 36): 
Передачи Линия связи Приемник 


Рис. 36. 
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Передатчик посылает сигнал в линию связи. Проходя по линии 
связи, переданный сигнал может исказиться и превратиться в дру- 
гой сигнал. Приемник улавливает сигнал, пришедший по линии 
связи. Таким образом, может быть принят не тот сигнал, который 
был передан. 

В простейшем случае передатчик посылает сигналы | и 0 («—» 
и «->»). Проходя по линии связи, | может превратиться в 0 («—» 
может превратиться в «--») и наоборот. Таким образом, если пере- 
дан сигнал | («—»), то может быть принят как сигнал 1 («—»), 
так и сигнал 0 («-->). Аналогично обстоит дело при передаче сиг- 
нала 0 («<->»). 

°— О системах связи и относящихся кним интересных задачах мож- 
но прочитать в книге А. М. Яглома и И. М. Яглома «Вероятность 
и информация» (М., «Наука», 1973). 
Пример 7. Ло линии связи с вероятностями р==0,6, ро==0,4 
посылаются сигналы 1.0. 
Если посылается сигнал 1, то с вероятностями 
Г1==0,9, Гги=0.1 

принимаются сигналы 1,0. 

Если посылается сигнал 0, то с вероятностями 
Го ==0,3, Го==0,7 

принимаются сигналы 1,0. 

Какова вероятность того, что принимается сигнал 12 

Решение. Задача сводится к задаче о полной вероятности с ве- 
роятностями условий В1==р:, В2==ро и условными вероятностями 


ИГ, 02==Го1 (Ра, Ро, Гиль Гло», Гол» Гоо>20, РА-НРо=га-НГю== 


== Го1-ЕГоо==1). 
Искомая вероятность равна 


Во Ваоиа == раги-ЕРого1 =91==0,66. 


Пример 8. В условиях примера 7 какова вероятность того, что 

принимается сигнал 02 

Ответ: р1Г1о--РоГоо = 9о==0,34. 

Пример 9. По линии связи с вероятностью р; посылается сиг- 

нал #(1==0, ..., п 1). Если посылается сигнал 1, то с вероят- 

ностью г. принимается сигнал ] (1=0, ..., п 1). Какова веро- 
ятность того, что принимается сигнал |? 

Решение. Задача сводится к задаче о полной вероятности с ве- 
роятностями условий В№==р; и условными вероятностями ои==Гу,. 
Искомая вероятность равна 

РЕ 


п-1 п—1 
= У Ри, ри, >  Улеь Ум '} 
{=0 8 


— 
Замечание. Если Г;=1 при #=1 и Г. =0 при #5=}, то передача 
происходит без искажений и д:==р; (]=0,..., 1). 
Если г.=1/"й для каждых [и], то 4=Ип(1=0, ... Пр. 


Прием описывается той же вероятностной моделью, что и выбор 
наугад. 
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3.2. Формула Байеса 


Стандартные задачи, решаемые с помощью формулы Байеса, 
можно схематически описать следующим образом. 
Задача о вероятностях гипотез. Известны: 
1) вероятности Р(В;) =В возможных исключающих друг 
друга предположений В., одно из которых верно; 
2) условные вероятностиР в; (А) = ®, события А при исло- 


вии, что верно предположение В. | 

Какова условная вероятность Рд(В;:) того, что верно предполо- 

жение В; при условии, что реализуется событие А? 

Решение. Условия задачи о вероятностях гипотез являются 
перефразировкой условий задачи о полной вероятности. Поэтому 
для решения этих задач можно использовать одну и ту же вероят- 
ностную модель. 

Решение задачи о вероятностях гипотез в этой модели дает 

Формула Байеса: 


Р (В) Рь, (4) Вр, 


Ра (В; = УР(В)РЬКА) УВ, 


Пример 1. В схеме примера 4 пункта 2 какова условная вероят- 

ность того, что первый шар черный при условии, что последний 

шар черный? 

Решение. В модели примера 4 пункта | задача сводится к вы- 
числению условной вероятности Р„(В!) события В!=={11, 10} при 
условии А== {11, 21}. По формуле Байеса 


Р (В1) Рв, (А) 


Ра (В) = РР ВВЭР) 


— 0,32. 


Тот же самый результат можно получить, используя вычисления 
примера 4 пункта | и правило деления: 


Р (АВ) 


РА(В,) = РА). 


2 0,32. 


Замечание. Следующие примеры 2 и 4 решаются по той же 
схеме, что и пример 1. Вопрос примера 3 аналогичен вопросу о ве- 
роятности вынуть первый белый шар при условии, что последний 
черный. 

Пример 2. В схеме примера 5 пункта 2 какова условная ве- 

роятность того, что крыса бегала к пище в первый раз при ус- 


ловии, что она побежала к пище во второй раз? 
Вы ол 0,5 (0,5 -|-. 8) 0,5 и: 
Ответ: = 
Ваал + Вам»  0,5(0,5-- г) {0,5.0,5 1-е 
В частности, если в=0,05, то искомая вероятность равна при- 


близительно 0,524. 
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Пример 3. В схеме примера 6 пункта 2 какова условная вероят- 
ность того, что выбираемая буква оказывается согласной при 
условии, что непосредственно следующая за ней буква гласная? 
Ответ: 8 — НИНЫ 2 РИ АЕ 0,5 
° Ва -- Вам,  0,67.0,49- 0,33.1 и 
Пример 4. В схеме примера 7 пункта 2 какова условная вероят- 
ность того, что посылается сигнал 1 при условии, что принима- 
ется г 2 
й 101 В Р1711 
Вет: Ваал - Виа Рагаа -- РоГол 
Пример 5. В схеме примера 8 пункта 2 какова условная вероят- 
ность того, что посылается сигнал 1 при условии, что принима- 
ется сигнал 02? 
Решение. Задача сводится к задаче о вероятностях гипотез 
с вероятностями предположений В.=р; и условными вероятностями 
@==Г,. Искомая вероятность равна 


— 511 — с 0,82. 


= И (0, п = 0,..в- 1 


) 


Замечание. Если 7,==1 при {=], Гь,=0 при ==], то передача 
происходит без искажений и $,=1 при ]=и $,==0 при ]==1. 

Если г.==1/П для каждых {фи |, то $,==р:: условная вероятность 
посылаемого сигнала не зависит от принимаемого сигнала. 


$ 3. НЕЗАВИСИМОСТЬ И ЗАВИСИМОСТЬ 


События С!, ... С» называются независимыми, если вероят- 
ность пересечения каждых выбранных из них т событий Сч,,...» Ст 


равна произведению вероятностей этих событий: 
Р (С, ...Ст) = Р (Св) ...Р (Ст). 


Если для некоторых и событий Сь,,..., Си, выбранных из п событий 


С',..., С», это равенство не верно, то события С\1,..., С, называют- 
ся зависимыми (т<<тп, 1<й,... = п). 

В частности, при п=2 события С.=А и С›2==В независимы, 
если и только если 


Р(АВ) =Р(А)Р(В). 


Если событие В возможно (Р(В)>>0), то это равенство экви- 
валентно равенству 


Рь(А) =Р(А). 
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В качестве меры зависимости событий А и В часто использует- 
ся коэффициент корреляции 
Р (АВ) —Р (А) Р(В) 
К Д, В Ы— = 
| | УР (А) (1 —Р\(А)Р (В) (1 —Р(В)) 
событий А и В(0<Р(А), Р(В) < |). События А и В независимы, 
если и только если 


К(А, В) =0. 


В связи с использованием коэффициента корреляции вместо 
зависимость событий говорят также корреляция событий. 

Пример 1. В условиях примера 1 пункта 2 из $ 2 события А 
и В1, Ди В). зависимы: 


Рь, (А) = = 57^ 2% =Р(А); Рь,(А) = в =Р (А 


2 Ё 5 12 54 5 о 
К (А, В.) = (3 5 3 то 33105105 = зуй 0; 
Е ВЕ 
и С | о 
А, В — = —_— оо — ^^ 17. 
- Я ый 
33 105 105 


Замечание. Результат 
К (А, В-) =—К(А, В!) 


не случаен. Он объясняется тем, что событие В. является дополне- 
нием события В.. 

Пример 2. В условиях примера 4 пункта 2 из $ 2 события А 
и В1, А и В» зависимы: 


Рв, (А) = == (А); Рь, (А) = 55 =Р(А); 
К(А, В!) =0,03; К(А, В) =0,03. 


Замечание. Если состав шаров в черной и белой урнах одина- 
ков (6,=—с1, 65==62), то в примере 2 события А и В+, А и В. неза- 
висимы: 


Рв, (А) = Рв, (А) = Р (А) = 6/(61 + 6+) = си/(с + сз). 


Это хорошо согласуется с интуицией: если состав шаров в черной 
и белой урнах одинаков, то вероятность выбрать черный шар не 
зависит от выбора урны. 

Если, кроме того, в каждой из этих урн черных и белых шаров 
поровну (61 =6.=5,==62), то в примере | события Аи В, Аи В? 
независимы: 


Рв, (А) = Рв, (А) =Р (А) = 112. 
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Пример 3. В условиях примера 2 пункта 2 из $ 2 какова зиви- 

симость между цветом глаз отца и сына? 

Решение. В модели примера 2 пункта 2 из $ 2 рассмотрим со- 
бытия ДА, и Ву ДА. и В, описывающие соответственно темный 
и светлый цвет глаз у сыновей и отцов. 

Из условий задачи следует, что 


Р(В,) = 0,13; Р(В,) =0,87; РЕ’(А,) = 0,39; 
Рь, (А,) = 0,61; Рь, (А) = 0,10; Рв, (5) = 0,90. 


По правилу умножения и формуле полной вероятности полу- 
чаем: 


Р(А,В1) =0,13.0,39 = 0,05; 
Р(А!) =0,13.0,39--0,87.0,102= 0,14. 


Следовательно, 
0,13.0,39 — 0,13.0,14 
К (Ак Ва ев де 0,30. 


10,14.0,86.0.13.0,.87 


Так как события ДА. и В. дополнительны событиям А! и Вь, то 
—К(Аь, В) =—К(А», В!) =К(А», В:) =К(Аь В). 


Таким образом, в рассматриваемой модели между цветом глаз 
отца и сына существует зависимость, оцениваемая коэффициентом 
корреляции с абсолютной величиной примерно 0,30. Для одинаково- 
го цвета этот коэффициент положителен, а для разного — отрица- 
телен. | | 
Пример 4. В условиях примера 5 пункта 2 из $ 2 какова зави- 

симость между получением крысой пищи и ее поведением при 

повторном помещении в лабиринт? 

Решение. В модели примера 5 пункта 2 из $ 2 рассмотрим со- 
бытия А и В, описывающие соответственно то, что крыса побывала 
в левом конце лабиринта при первом помещении ее туда’и при 
втором. Из условий задачи следует, что | 


Р(В) =1/2; Р(В)=1/72; Рь(Ад= 19+; Рь (А) = 19. 


По правилу умножения и формуле полной вероятности полу- 
чаем: 


Р(АВ) =1/2(1/2- =); Р(А) =1/2 (1-е). 


Следовательно, 
во аваня о 
К (А, ) У(/?2) (1-- =) (1/2) (1 — =) (1/2) (1/2) 
& , / Ве ен. ИИ 
— УР; К (А’, В) = Ут =. 


Если в=0, то К(А, В) =0 и события А и В независимы. Если 
520, то К(А, В) 520 и события А и В зависимы. В частности, если 


в=1/2, то К(А, В) =1/УЗ. 
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Пример 5. В условиях примера 7 пункта 2 из $ 2 какова кор- 

реляция между посланным и принятым сигналами? 

Решение. В модели примера 7 пункта 2 из $ 2 рассмотрим со- 
бытия А: и В:, Ау и Ви, описывающие соответственно принятый и 
посланный сигнал | и принятый и посланный сигнал 0. Из условий 
задачи следует, что | 


Р (В!) = ти 0,6; Р (В) тео: == 0,4; 
Рв, (А1) ее ба 0,9; РВ (А;) 0 == 0,3. 


По правилу умножения и формуле полной вероятности полу- 
чаем: 
Р(А:В!) —=р!г!! =0,6.0,9=0,54; 


Р (А!) = раги-Рро1Го1 ==д1:==0,66. 


Следовательно, 


| Р1Г11 — 0,6.0,9 —0,6.0,66 
К (А\, В.) — Рид — 2141 0,6. 
У р1ро9140 У 0,6-0,4.0,66.0,34 


Так как события Аз и Ву дополнительны событиям Ат и Вь, то 
—К (Ао, В!) =—К(Аь, Во) =К(Аь, Во) =К(Аь, В1). 


Замечание. Если Г!!==Г1==1/2, то 91=9.==1/2, К(А!, В!) =0 
и события А: и В, Аи В, А! и Во, Аци Ву независимы. В этом 
случае можно сказать, что посылаемый и принимаемый сигналы 
независимы. Если Г! =1 и Го =0, то 91 ==р: и до==ро, К (Аа, В!) =1, 
и в этом случае корреляция наибольшая. 

Пример 6. Проверяется эффективность нового медицинского 

препарата. Из имеющихся 60 зараженных животных 

30 вводится и 30 не вводится этот препарат. 
Среди животных, которым был введен препарат, 
29 выздоравливают и 1 нет. 
Среди животных, которым не был введен препарат, 
26 выздоравливают и 4 нет. 

Какова корреляция между введением препарата и выздоров- 

лением? 

Решение. В модели, аналогичной рассматривавшимся в преды- 
дущих примерах, дело сводится к вычислению коэффициента кор- 
реляции между событиями Аи В, описывающими соответственно 
выздоровление и применение препарата. Из условий задачи следу- 


ет, что 
Р(В) =1/72; Р(В’)=1/2; Рь(А)= 29/30; Рь, (А) = 26/30. 


По правилу умножения и формуле полной вероятности полу- 
чаем: 
Р(АВ) = (1/2) (29/30) =29/60; Р(А) =55/60. 
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Следовательно, 
(1/2) (29/30) — (1/2) (55/60) 3 о 


В — =—————— я = ^^ 
мы УС /2) (1/2) (55/60) (5/60) 5БУП о 


Пример 7. В продукции завода брак вследствие дефекта А со- 
ставляет 6,1%, а вследствие дефекта В — 2,8$. Общий брак по 
одному из этих дефектов —5,8% всей продукции завода. Како- 

ва корреляция между дефектами А и В? 

Решение. В модели, аналогичной рассматривавшимся в преды- 
дущих примерах, дело сводится к вычислению коэффициента кор- 
реляции между событиями А и В, описывающими соответствующие 
дефекты. Из условий задачи следует, что 


Р(А=0,061; Р(В)=0,028; Р(АЦВ)= 0,058. 


Используя правило объединения, находим: 
Р (АВ) =Р (А) - Р(В) —Р (АЦ В) = 0,030. 
Следовательно, 
0,030 —0,061.0,028 
В — ыыы вы ^^ 8 ё 
К (А, 5) У0,061:0,939-0,028.0,972 0,832 


Пример 8. Статистика показывает, что среди двоен 32% оба 
близнеца мальчики и 28% — девочки. Какова корреляция пола 
близнецов? 

Решение. В модели, аналогичной рассматривавшимся в преды- 
дущих примерах, дело сводится к вычислению коэффициента кор- 
реляции событий А и В, описывающих мужской пол одного и друго- 
го близнецов. Из условий задачи следует, что 


Р(АВ)=0,32; Р(А’В’) =0,28. 
Используя правила сложения и дополнения, находим: 
Р(А’В-+-АВ’) =Р(А’В)+Р(АВ’) =Р(В)—Р(АВ)+Р(В’)— 
—Р(А’В’) =1—0,32—0,28=0,40. 
Естественно считать, что 
Р(А’В) =Р(АВ’) =0,20. 
Тогда 
Р(А) =Р(АВ)-Р(АВ’) =0,52; Р(В) =Р(АВ)-+Р(А’В) =0,52. 

Следовательно, 


К(АВ)— 0,32 —0,52.0,52 0,2. 


У0,52.0,48.0,59.0,48 


Кроме того, 
—К(А’, В) =—К(А, В’) =К(А,, В’) =К(А, В). 
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$ 4. РАЗНЫЕ ЗАДАЧИ 


Рассмотрим несколько задач различного содержания. 


1.4. Задача де Мере 


Сколько раз нужно подбрасывать 2 игральные кости, чтобы ве- 
роятность хотя бы один раз получить 2 шестерки была больше 
половины? 

Решение. Предположим, что кости разноцветные: красная и 
белая. 

Результаты одного подбрасывания такой пары костей можно 
описать множеством всех 36 пар и1и2, составленных из чисел 
1, 2, 3, 4, 5, 6. Первое число и! описывает число очков на красной 
кости, а второе число из — на белой. Результаты т последователь- 
ных подбрасываний можно описать множеством И всех строк 


(== (или, 1222, .., ИтИт) 


длины т, составленных из пар чисел 1, 2, 3, 4,5, 6. Первое число 
1-й пары ин: описывает число очков на красной кости при {-м 
подбрасывании, а второе число из— на белой (1=1,....т). По 
правилу умножения таких строк 36". 

Симметричность игральных костей позволяет считать все ре- 
зультаты равновозможными. Поэтому для описания рассматривае- 
мого опыта можно использовать модель Лапласа 36” равновероят- 
НЫХ ИСХОДОВ. 

Задача сводится к вычислению вероятности Р(А) события А, 
составленного из всех строк и, в которых есть хотя бы одна пара 66. 
Это событие описывает появление хотя бы при одном подбрасыва- 
нии двойной шестерки: 6 очков на красной кости и 6 — на белой. 

Проще вычислить сначала вероятность дополнительного собы- 
тия А’, составленного из всех строк и, в которых нет ни одной па- 
ры 66. [1о правилу умножения таких строк 35". 

Следовательно, 


Р(А’) =п(А^ [п(И) =35"/36"== (35/36)". 
По правилу дополнения отсюда вытекает, что 
Р(А) =1—Р(А’) =1-— (35/36), 


неравенство 
| Р(А) =1/2 
поэтому эквивалентно неравенству 
(35/36) " < 1/2. 


В свою очередь это неравенство эквивалентно неравенству 
т—1ос (1/2) /1о5 (35/36) == 24,6. 
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Таким образом, для того, чтобы вероятность появления двой- 
ной шестерки была больше половины, нужно подбрасывать кости 
самое меньшее 25 раз. 

Замечание. Задача де Мере является одной из первых задач, 
с которыми связано зарождение современной теории вероятностей. 
В середине ХУП века любивший азартные ‘игры французский дво- 
рянин де Мере предложил эту задачу одному из выдающихся уче- 
ных того времени Паскалю. | 

Задача де Мере возникла в связи со следующей игрой. Две 
кости подбрасываются 24 раза. Можно ставить либо на появление 
хотя бы один раз двойной шестерки, либо против этого результата. 
Проведенные рассуждения показывают, что в такой игре на двой- 
ную шестерку ставить невыгодно: вероятность выигрыша в этом 
случае равна 


1— (35/36)2*=0,491404 << 1/2. 


Сначала де Мере ставил на появление хотя бы одной шестерки 
при подбрасывании одной кости 4 раза и, как правило, выигрывал 
чаще, чем проигрывал. (Вероятность появления хотя бы одной ше- 
стерки при четырех подбрасываниях одной кости равна 1 — (5/6) “== 
—671/1296 >> 1/2). Когда это было замечено, де Мере начал ставить 
на появление хотя бы одной пары шестерок при подбрасывании двух 
костей 24 раза и, как правило, чаще проигрывал, чем выигрывал 
(1— (35/36) 2*< 1/2). 

Сам де Мере правильно подсчитал, что вероятность появления 
двойной шестерки при подбрасывании пары костей в 6 раз меньше 
вероятности появления шестерки при подбрасывании одной кости. 
Отсюда он сделал неправильный вывод о том, что вероятность 4 
появления двойной шестерки при четырех подбрасываниях пары 
костей в 6 раз меньше вероятности р появления шестерки при че- 
тырех подбрасываниях одной кости: д=1/6-р, а вероятность появ- 
ления двойной шестерки при 6:.4=24 подбрасываниях пары костей 


равна 6-д==р>> 1/2. 


2.4. Задача о красных шарах 


Имеются п шаров, [ из которых красные, а п—[ — белые. Из 
этих п шаров наугад выбираются т. Какова вероятность того, . 
что среди выбранных т шаров ровно Ё оказываются крас- 


ными? 
Решение. Предположим, что шары отмечены номерами |,..., м, 
причем красные имеют номера 1, ..., р а белые —/-+1, ..., п 


(1</<\п). Результаты выбора т из этих п шаров можно описать 
множеством ЦП всех выборок | 


= {и1,.... И}  (1<тэ=п) 
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т номеров из п номеров 1, ..., (1 <т=эжи). Выборка и описыва- 
ет выбор шаров с номерами и1, ..., и». Число всех таких выборок 


м \ 
равно м 


Условие о выборе шаров наугад позволяет считать все ре- 
зультаты равновозможными. Поэтому для описания рассматри- 


п 
ваемого опыта можно использовать модель Лапласа равно- 
| т 


вероятных исходов. 
Задача сводится к вычислению вероятности Р(А) события А, 
составленного из всех выборок, содержащих ровно Е из номеров 


1... Г (0<—Е=—<1[). Существуют ровно .) выборок А из номеров 


/ 


Пра й ровно", | выборок (т—^) из номеров /-1, ..., П. 


По правилу умножения отсюда вытекает, что существует ровно 


Нее 


, 


выборок т из номеров 1,..., п, содержащих ровно А из номеров 
1,..., [. Следовательно, 


Ру н п—/ |" ). 


г] \т—Е/! \т. 


Задача о красных шарах имеет многочисленные приложения. 


1.2.4. Статистический контроль 


Имеются п==100 изделий, [=2 из которых негодные, а п—[== 

—=96 — годные. Из этих п==100 изделий наугад выбираются 

т==10. Какова вероятность того, что среди выбранных 

т==10 изделий ровно #==1 оказываются негодными? 

Дело сводится к задаче о красных шарах, которые играют 
роль негодных изделий. Искомая вероятность равна 


в РЕ (9 2 =2/11. 


/ 


2.2.4. Тип гена 


Предположим, что ген состоит из И=3З частей, из которых 
4==1 миутантные, а пп—1==2 — немутантные. Перед делением клет- 
ки части удваиваются, причем каждая мутантная дает две мутант- 
ные и каждая немутантная — Ове немутантные. При делении 
образуются две новые клетки, содержащие по одному новому 
гену, составленному ==, частями из имевшихся п=2и. Про- 
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цесс образования новых генов описывается выбором наугад т из 
имеющихся 1 частей. Гип гена определяется числом Е мутантных 
частей в нем. 
Задача. Какова вероятность того, что при делении клетки с 
‘геном типа п==1, состоящим из п=3 частей, получится 
клетка с геном типа Е==2?2 
Решение. Дело сводится к задаче о красных шарах при п== 
—=2п.=6, [—=20=2, Т=П0==3, Е==2. Красные шары играют роль 
мутантных частей гена. Искомая вероятность равна 


[5 ($—5)/ (3) = 15 


3.2.4. Анализ крови 


В данном объеме крови имеются п=5.108--5.103 кровяных 

телец, [=5.108 которых красные, а п-[=5.103 — белые. Из 

этих п телец наугад выбираются т==10. Какова вероятность 

того, что среди выбранных т==10 кровяных телец ровно Е=0 

оказываются красными? 

Решение. Дело сводится к задаче о красных шарах, которые 
играют роль красных кровяных телец. Искомая вероятность Р(А) 


9-9 


п (п— 1—1)... (п т-1 
— (п — 1)... пЩт- И) : 


Нетрудно убедиться в том, что эта вероятность чрезвычайно 
мала. Действительно, каждый множитель в числителе меныше 
числа п—/==5. 103, а в знаменателе — больше числа п^т--]1==5 
.108--5.103—9>>5. 106. Следовательно, 


Р(А=—< (оз о) = 10-30. 


Этот результат интуитивно ясен: так как красные кровяные 
тельца составляют подавляющее большинство, то чрезвычайно 
мало вероятно, что их не окажется в случайной выборке. 


4.24. Метод меченых частиц 


Имеются п частиц, [ из которых отмечены, а п — не отме- 
чены. Из этих п частиц наугад выбираются т. Среди них 
оказывается ровно К отмеченных. При каком числе п частиц 
это наиболее вероятно? 
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Решение. Дело сводится к задаче о красных шарах, играющих 
роль отмеченных частиц. Нужно найти п==п, при котором вероят- 


Ва) 


\ 


наибольшая. Для каждого п>т--[--Е отношение 


не [п 

(, р |". —_  (п—(п—т) 

ы т — пт -А) 

|. т—В ]|\ т 

больше 1, если ПЕ< т, и меньше 1, если пЕ>>/т. Следовательно, 
если >0, то целая часть 


п= [тИ] 


числа ШИЁ является наиболее правдоподобной оценкой для 
числа частиц: при И=л и данных т, [ Е вероятность Р(А) наи- 
большая. 
Задача о рыбах. Из озера вылавливается [=1000 рыб. Каж- 
дая из них метится и выпускается в озеро. Затем снова вы- 
лавливается т=1000 рыб. Среди них оказывается Е == 100 ме- 
ченых. Каково наиболее правдоподобное число рыб в озере? 
Решение. Предположим, что второй улов организован так, что 
его можно считать выбором наугад т из имеющихся в озере п 
‚ рыб. В этом случае наиболее правдоподобной оценкой для числа 
п рыб в озере является число 


п—= 1000. 1000/100==10 000. 


5.24. Статистический контроль 


Имеются п изделий, [ из которых негодные, а п—[— годные. 
Из этих п изделий наугад выбираются т. Среди них оказы- 
вается ровно Ё негодных. При каком числе [ негодных изде- 
лий это наиболее вероятно? 

Решение. Дело сводится к задаче о красных шарах, играющих 


роль негодных изделий. Нужно найти число [=/ при котором 


вероятность , 
| Р- (|) Бы 


наибольшая. Для каждого [==Е отношение 


(-) ("Ш") _ ит —Ш1е+И 
а о `)/\") (1—2) (п 1-1) 
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больше 1, если /и-< (п-РПЕ, и меньше 1, если [т> (п-ЕТ)Е. Сле- 
довательно, целая часть 


1= [ (7-51) /т] 


числа (1--1)А/т является наиболее правдоподобной оценкой для 


числа / негодных изделий: при /[=[/ и данных п, т, Р вероятность 
Р(А) наибольшая. 
Задача. Из партии п=999 гвоздей наугад выбирается т== 
—100 гвоздей. Среди них оказывается Е==10 негодных. Ка- 
ково наиболее правдоподобное число негодных гвоздей в пар- 
тии? | 
Ответ: наиболее правдоподобной оценкой для числа [ негодных 
гвоздей в партии является число 


[—1000.10/100==100. 


3.4. Задача о размещении 


Шары случайным образом размещаются по ящикам. Какова 

вероятность того, что в каждом ящике оказывается данное 

число шаров? 

Ответ зависит от того, каким образом размещаются шары по 
ящикам. 


1.3.4. Различные шары 


Рассмотрим т различных шаров 1, .... Ти п различных 
ящиков |, ... И. Предположим, что каждый шар кладется в 
наугад выбранный ящик. В этом случае задачу о размещении 
можно сформулировать следующим образом. 


Задача 1. Каждый из шаров 1,..., т кладется в наугад выб- 
ранный из ящиков 1,..., п. Какова вероятность того, что в 
первом ящике оказывается т, шаров, .., ав п-м—т, 
шаров? 


Решение. Рассмотрим произвольные натуральные числа т>1, 
р 


ти--...-Е т, =т. 


Каждое размещение шаров 1, ..., т по ящикам 1,... ПИ можно 
описать строкой и=и!...и»„ длины т, составленной из номеров 
1,..., й: шар # кладется в ящик и. Из правила умножения для 
числа элементов следует, что таких строк п”. 

Условие о выборе наугад позволяет считать все размещения 
шаров равновозможными и использовать модель Лапласа п” рав- 
новероятных исходов. 

Задача сводится к вычислению вероятности Р(А) события А, 
составленного из всех строк, в которых 1, номеров 1, ..., т» но- 
меров п. 
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Используя принцип индукции, нетрудно проверить, что 


т1 
п (А) = т|... ти" 
Действительно, если п=1, то это равенство верно: в этом случае 
множество А состоит из единственной строки, составленной из 
единиц. Для каждого номера п, если равенство верно для строк 
номеров 1, ..., п, то оно верно для строк номеров 1, `..., И, п--|. 
В самом деле, множество таких строк можно разбить на части, 
состоящие из строк с одинаково расположенными 17„., номерами 


т 
п--1. Таких частей } Если число строк в каждой части вы- 
п+1 
бирается рассматриваемым равенством для п—тТ„.1, то, по пра- 
вилу сложения, число рассматриваемых строк номеров 1, ..., ПИ, 
п--1 равно 
т—т 1 т 
дбн - 
СИ \ Ша 
р (т — ти 1)! ; т! ны т! 
т1! ... т, | (ти+1)! (т — ти 1)! та! зо ти! ь 
Таким образом, 
(1) ео НИ 
тл| ... ти 


2.3.4. Одинаковые шары 


Рассмотрим 21 одинаковых шаров и п различных ящиков 
1,....й. Предположим, что размещения шаров по ящикам равно- 
возможны. В этом случае задачу о размещении можно сформули- 
ровать следующим образом. 

Задача 2. Наугад выбирается размещение т одинаковых ша- 

ров по п различным ящикам 1,..., п. Какая вероятность того, 

что в ящике 1[ оказывается т, шаров, ..., а в ящике п-т, 

шаров? 

Решение. Рассмотрим произвольные натуральные числа т>1, 
п>тишть, ... ть: 

пи... т, =т. 


Размещение 11 одинаковых шаров по различным ящикам 
1,....М, при котором в ящике | оказывается т! шаров, ..., а в ящи- 
ке л—т, шаров, можно описать строкой и длины т--п, состав- 
ленной из т одинаковых кружочков и номеров 1, ..., П. 

Первым элементом строки и является номер 1, следующие т! 
элементов — кружочки, ..., п (т.--т-...т,-—)-м элементом 
— номер п, следующие т, элементов — кружки (рис. 37). 


= О. 020. О. ПО. 
а, п не даты 
у Пг ПТп 
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Выбор размещений наугад позволяет считать все размещения 
шаров равновозможными и использовать модель Лапласа. 

Задача сводится к вычислению числа всех рассматриваемых 
строк и. Каждая такая строка определяется местами кружочков 
в ней. Поэтому число всех строк равно числу выборок т из номе- 
ров 2,..., т--п. Таким образом, 


Замечание. Искомая вероятность выражается также равенством 


п+т—1 
р (и) = г) , 
, | 
соответствующим выбору мест для номеров 2, ..., Ив строке и. 


Задача о размещении шаров имеет многочисленные приложе- 
ния. Шары и ящики могут, например, играть роли соответственно: 

1) числа очков и номеров подбрасывания игральной кости; 

2) карт и их мастей; 

3) частиц и областей пространства; 

4) людей и их дней рождения; 

5) биологических особей и их генотипов; 

6) молекул и цепочек молекул. 

Пример 1. Игральная кость подбрасывается шесть раз. Како- 

ва вероятность того, что каждый раз появляется новое число 

очков? 

Решение. Дело сводится к задаче о размещении для различных 
шаров, играющих роль числа очков. Ящики играют роль подбра- 
сываний кости. Используя равенство (1), для т=пи=б и т!= 
=... ==1/%=1| находим, что искомая вероятность равна 


6!.6-6=0,01543. 


Пример 2. Тщательно перемешанная колода из 52 игральных 
карт делится поровну между четырьмя игроками. Какова ве- 
роятность того, что у данного игрока оказываются карты 
каждой масти? 

Решение. Дело сводится к задаче о размещении т==13 одина- 
ковых шаров, играющих роль карт. Ящики 1, 2, 3, 4 играют роль 
мастей. Нужно вычислить вероятность того, что ни один из ящи- 
ков не оказывается пустым. Отсутствие пустых ящиков описыва- 
ет событие А, составленное из всех строк и, в которых каждый 
из п | =3 номеров 2, 3, 4 занимает одно из т—1==12 мест меж- 
ду кружочками. Например, и==10 200 300 040000 000. 


Число таких строк равно и Следовательно, 


Р(А) = ()/(. : У . — 11/98. 
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Пример 3. Модель Максвелла — Больцмана. Рассмотрим т 
различных частиц, распределенных по п областям пространства. 
Предположим, что все распределения частиц равновозможны, а 
состояние системы определяется указанием числа частиц, попав- 
ших в каждую область пространства. 

Условимся описанную модель называть моделью Максвел- 
ла — Больцмана. Модель Максвелла — Больцмана сводится к мо- 
дели различных шаров, если частицы считать шарами, а области 
пространства — ящиками. Поэтому в модели Максвелла — Больц- 
мана вероятность того, что система оказывается в состоянии (та, 
... Т‚„), выражается равенством (1). 

Задача. Какова в модели Максвелла — Больцмана вероятность 

того, что в каждой области пространства оказывается ровно 

одна частица? 

Ответ: 7!/7”. Когда п увеличивается, эта вероятность уменьша- 
_ ется. Если п>= 10, то п!/п*=—< 0,0004. 

Пример 4. Модель Бозе — Эйнштейна. Рассмотрим т одина- 
ковых частиц, распределенных по побластям пространства. Пред- 
положим, что все распределения равновозможны, а состояние 
системы определяется указанием числа частиц, попавших в каж- 
дую область пространства. 

Условимся описанную модель называть моделью Бозе — Эйн- 
штейна. Модель Бозе — Эйнштейна сводится к модели одинако- 
вых шаров, если частицы считать шарами, а области пространст- 
ва — ящиками. Поэтому в модели Бозе — Эйнштейна вероятность 
того, что система оказывается в состоянии (ти, ..., т,„), выража- 
ется равенством (2). 

Задача. Какова в модели Бозе — Эйнштейна вероятность то- 

го, что в каждой области пространства оказывается хотя бы 

одна частица? 

Решение. В модели т одинаковых шаров, распределенных по 
п ящикам, дело сводится к вычислению вероятности того, что не 
оказывается пустых ящиков. Отсутствие пустых ящиков описыва- 
ет событие А, составленное из всех строк и, в которых нет рядом 
стоящих номеров: каждый из п—| номеров 2, ..., п занимает од- 
но из 1—1 мест между кружочками. Поэтому 


ры "т. > |" р .) 


\ 


В частности, если т< п, то эта вероятность равна нулю: ящиков 
больше, чем шаров, и обязательно останутся пустые. 


4.4. Задача о крэпсе 
Подбрасываются 0ве игральные кости. Если сумма очков 


равна 7 или 11, то игрок выигрывает; если 2 или 3 или 12— 
проигрывает. При каждой другой сумме первая партия окан- 
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чивается вничью и кости подбрасываются снова и снова до 

повторения первой суммы или до суммы 7 (но не больше, чем 

п раз). В первом случае игрок выигрывает, а во втором — 

проигрывает, В других случаях игра оканчивается вничью. 

Какова вероятность выигрыша игрока? 

Решение. Построим вероятностную модель для рассматривае- 
мой игры. В качестве множества исходов возьмем множество Ц 
всех строк и=и!.../;...и, длины й, составленных из чисел 2, 3, 
4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12. Число $ на ]-м месте строки и(и,=$) 
описывает сумму $ при ]-м подбрасывании. Используя зависимость 
подбрасываний, определим элементарную вероятность р следую- 
щим образом, При решении задачи 4 пункта 1 из $ | было пока- 
зано, что одно подбрасывание двух костей описывается элемен- 
тарной вероятностью 4, значения 49($) которой содержит приве- 
денная там таблица. Значение р(и) для каждой строки и=и!... 

. и;...И» элементарной вероятности р, описывающей п подбра- 
сываний двух костей, определим равенством 


р(и) =9(и1)...9(и;) ...9(и»). 


Для каждого номера |—=1,..., П рассмотрим события 4), В 
и С’, описывающие соответственно выигрыш при ]|-й партии, про- 
игрыш при ]-й партии и ничью при каждой из первых | партий. 
В частности, 
ДАН ==7,11}, ВЕН ==, 3, 12}, СЕН: 4, 5, 6, 6, 9, 
10}, А = {ищи ==4}-Ё {ии =ио= 5} {ии ==и==6}-| {и: 
ИИ ==8} {ие и==9} {ии ==и2==10},. В*— {и: и =—4, 
из=7} 5 {и:и1=5, ио=7} {ии ==6, и=7} {и щ=8, иг=7}-Н 
{ии =8, ио==7} {и ==9, из==7} {ии ==10, и2==7},. 
С*—{и:щ1==4, и›5-47}--{и:щ==б, и25е5,7} {ии ==6, и5-6,7} -- 
Ни: =8, и2528,7}-Р{и:и1==9, из5-9,7} {ии =10, и2=Е10,7}. 
Если 3<]=<п, то 
А — {из =4, И25-=4,7, . . и;—15-=4,7, и—=4} |-{и:и1==5, И25 5,7, 
ре И;—150,Г, и=5} + {и:и1==6, И25-6,7, ...› и;—15 6,7, и,—6} -|- 
Ни: и: =8, 2528,7, ...., и 1528,7, и==8}-{и: и ==9, и2529,7, ... 
.„ И 159,7, = {и: и ==10, из 10,7, ..., ие 10,7, ии=10}, 
В'= {ии ==4, иг524,7, ..., И-1524,7, ии} {и =5, изб, 
.5 1525,7, и,=7} {ии ==6, и2526,7, ..., и5б,Т, ии=7}-- 
Н{и: и = 8, И258,7, ...) и;-15-8,7, и=7} {ии ==9, и2=79,7, .. 
и 9,7, =} {ии ==10, и›=Е10,7, ..., и 1510,7, и,=7}. 
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Ясно, что события Д!,..., Д”, В', ..., В" попарно не пересе- 


каются. Их суммы 
А=А!--...-А”, В=В1--...-- В" 


описывают соответственно выигрыш и проигрыш игрока, когда 
С оое 


игра продолжается не более, чем п партий. Пересечение С= 
...С” событий С'!, ..., С" описывает ничью. Ясно, что события А, 


В и С попарно не пересекаются и 
А-В-С=0. 
Из правила сложения следует, что 
Р(А)=Р(А!)+...-Р(А”), Р(В) =Р(В-...Р(В"), 
Р(С) =1—Р(А)—Р(В). 
Таким образом, дело сводится к вычислению вероятностей 


событий Д?’и В+. 
Используя определение элементарной вероятности р и соот- 


ветствующую таблицу, находим: 
Р(А') =49(7) 9 (11) =2/9; Р(В') =9(2) 9 (3) 9 (12) =119; 
Р(А?) =4?(5) 9? (4) 9? (6) 9? (8) +9? (10) =100/(36)?; 
Р(В*) =[9(4)--9 (5) +9 (6) 9 (8) 9 (9) +9 (10) ]9 (7) =144/(36)>. 


Заметим, что 
9 (4) =49 (10) =3/36; 4 (9) =49 (5) =4/36; 4(6) =49(8) =5/36; 
9(2)--9 (3) 9 (5) 9 (6) 9 (8) +4 (9) 9 (10) +9ап- 
--9 (12) =27/36; 
9(2)--9 (3) 9 (4) 9 (6) +9 (8) +9 (9) +9 (10) (11) 
--9 (12) =26/36; 
9(2)--9 (3) 9 (5) 9 (8) +9 (9) +9 (10) +9 (11) 9 (12) =25/36. | 
Если 3<]=<п, то, используя правило сложения, определение 
элементарной вероятности р и эти равенства, получаем: 
а ТГ Га. 515 
Р(А’) =2|3 (7) МАЕЗЕ) ЖЕЛЕ 36 
| Е ЕЖЕ ЗЕ 
Р (в) =2|3 (7) 36 + 35 = 36 — 36 т) 36 | 
Используя правило сложения и эти равенства, находим: 


Е 
РА? — 1— (2736) — [5 =. 063 


Г 
Й 
] 


Й 


В __ 244 , 

+ (5) 659 |=25—7" 
_ 1 $. 3-1 007136) 4 1— (26/36)"-— 
р 3 [35- Г— (27/36) 36° 1 (26/36) _ 


5 (1— 25/36)" 2 25 
т 36° 1 — (25/36) |— 195 —" (В), 
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где 


2 [(27\"-1 8 [26\1-1 025 1(95\7— 
Аз) Е) 8) | 


6 [\3 
се К 96. БГ 
= 3135 т Е ыы Е | 


Отсюда следует, что 
п-| \п—1 п-1 

Р(С)=г(А) + г(В) — Е Е +48) +5 (&) | 

(- 

-й: з 


Заметим, что 


8 095] (27\1—Й | 

до в1+8 +8 |) < 
2 1 
ве 


При достаточно большом числе п партий эти величины про- 
извольно малы. Если п больше 25, то каждая из них меньше 
0,0018. 

Таким образом, при достаточно большом числе п партий 
(>25) вероятности выигрыша, проигрыша и ничьей выражают- 
ся соответственно приближенными равенствами 


Р(А) = =0,493; Р(В) = кз =0,507; Р(С)=0 


495 
Вероятность выигрыша приблизительно на 0,014 меньше ве- 
роятности проигрыша. 


Замечание. Рассматривавишаяся игра называется крэпс и очень 
популярна в некоторых странах. 


5.4. Задача о красных, белых и розовых урнах 


В каждой из комнат Ги? имеются: 


Г) красные урны 1,..., а, каждая с красным шаром [и 
красным шаром 2; 

2) розовые урны а--1, ..., а-+65, каждая с красным ша- 
ром Ги белым шаром 2; 

3) розовые урны а 5-1,..., а--20, каждая с белым ша- 


ром [и красным шаром 2; | 

4) белые урны а-- 26-1, ..., а 260--с, каждая с белым 
шаром Ги белым шаром 2; 
В каждой из комнат наугад выбирается урна. В каждой из 
этих урн наугад выбирается шар. Какова вероятность того, что 
оба выбираемые шара белые? 
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Решение. Возможные результаты рассматриваемого опыта 
удобно описывать матрицами 
вы |” Ил Ш1е Илз\ 
= | ; 
Изо №21 №22 Иэз/ 
в которых (1=1, 2): иь равно номеру урны, выбранной в комна- 
те 1; и, =1, если в ней шар 1 красный, и =0, если белый; из=|, 
если в ней шар 2 красный, и =0, если белый; из==1, если выб- 
ранный из нее шар красный, и =0, если белый. 
Эти матрицы и образуют множество исходов И. 
Условие о выборе наугад урн и шаров позволяет использо- 
вать классическую модель Лапласа. 
Рассмотрим события 


Е )- (Е вмжн 
2 ; 

21 2 й 

т 


составленные из матриц и со средними столбцами И ОПИСЫ- 


вающие выбираемые урны, а также события 


И -С вле 


составленные из матриц и с последним столбцом } описываю- 


п 
щие выбираемые шары. Задача сводится к вычислению веро- 
ятности события А [о у 
По формуле полной вероятности 
оф р 
(РА) 
| \П т [п В \ т п 
Таким образом, дело сводится к вычислению вероятностей собы- 


тий В ыы и условных вероятностей событий А (|) 
т п 


Положим: 
ря а > | —- [ 
а 26 с а- 26 - с а 26 с 


Как нетрудно проверить, вероятности событий В ыы содер- 
т 


` жит таблица 


[т 
11 10 01 00 
] 


1 аа ар а ас 
10 Ъа 55 56 5 
01 ра ББ 66 5с 
00 са с 66 сс 
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т 


Е р: 2 
Условные вероятности событий А | содержит таблица 
т 


пиинии ююю юо о 01 01 00 00 00 00 
: то и ют и юн ют и о 00 
} | Е Е 1 
р М Ш Фо 
7 э р чи пя й 
1 оо о1Г11 ооо 
5 5 44 5 44 5 ы 
0 0..6 бы ети 
о аа 2 4 4 р: 9 
0 обоооогГГГогГ Го Г 11 
0 442 41 2 5 


‹ 


Используя таблицы и формулу полной вероятности, находим: 


Р|а(!) = (2+5); 


Таким образом, ответ: 
ОГ __ ый. 
- ГА |) ==). 


Замечание. Задача о красных, белых и розовых урнах имеет 
отношение к генетической модели наследования некоторого приз- 
нака. По этому признаку каждая 0собь рассматриваемой популя- 
ции относится к одному из трех возможных генотипов 88, Си 
{2С, @8}. В первых двух случаях говорят о чистом генотипе, а в 
последнем — о смешанном. 

Предполагается, что каждая мужская и женская особи, обра- 
зуя пару, порождают одного потомка. В соответствии с теорией 
Менделя генотип потомка определяется следующим образом. 
Каждая из двух гамет (половых клеток) каждого из двух роди- 
телей переносит один ген 5 или @ из составляющих генотип этого 
родителя. Для участия в образовании зиготы (оплодотворенной 
клетки) у каждого из родителей наугад выбирается одна из га- 
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мет. Гены, принесенные этими гаметами, и образуют генотип 
потомка. 

В частности, эта модель хорошо объясняет результаты опыта 
по скрещиванию растений с белыми и красными цветами, о кото- 
ром говорилось в пункте 2 из $ 1. 

В задаче о красных, белых и розовых урнах эти урны играют 
роль генотипов, а шары в них — генов. Нумерация шаров и раз- 
биение розовых урн на два типа не имеют, по-видимому, генети- 
ческого смысла и введены для симметричности схемы. 

Пример 1. Имеются 130 растений с красными цветами, 290 

гибридов с розовыми и 140 растений с белыми цветами. Како- 

ва вероятность того, что при скрещивании наугад выбирае- 
мых растений получается растение с белыми цветами? 

Решение. Предположим, что наследование окраски цветов опи- 
сывается рассматриваемой моделью. Дело сводится к задаче о 
красных, белых и розовых урнах при а==130, 6=145, с==140. 
Искомая вероятность равна 


Бе \_ [295 _ 
=) = (68) =0,28 


Пример 2. Имеются 130 растений с красными цветами и 290 
гибридов с розовыми: цветами. Какова вероятность того, что 
при скрещивании наугад выбираемых растений получается 
растение с белыми цветами? 

Решение. По-прежнему предполагаем, что наследование окрас- 
ки цветов растений описывается рассматриваемой моделью. Дело 
сводится к задаче о красных, белых и розовых урнах при а= 130, 
р—145, с=0. Искомая вероятность равна 


Ь 3 145\2 
[т = (в) =0.2 


Замечание. Этот пример поясняет влияние селекции. Если 
растения с белыми цветами исключить из процесса размножения, 
то вероятность появления потомка с белыми цветами уменьша- 
ется, а вероятность появления потомка с красными цветами уве- 
личивается: 

а: = [550 = 0,24; в — (55) =0,43. 
а--26-- с, \560 а 2ь 420 


Вероятности появления гибридов с розовыми цветами при- 
близительно равны соответственно 0,48 и 0,45. 

Пример 3. Известно, что при скрещивании наугад выбирае- 

мых из 130 растений с красными цветами и 290 растений с 

розовыми появляется потомок с красными цветами. Какова 

вероятность того, что его родители красные цветы? 
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Решение. В модели задачи с красной, белой и розовой урнами 
при а=130, 65=145, с=0 дело сводится к вычислению вероят- 


ности события | | при условии А ‚) По формуле Байеса 
111 _ 11 . Е. 1 ‘= 
Рави =2 [8 |5 ДИР“) 


—_ а \ Га-ь\? _ а а [130\2 _ 
АЕ -ы) зо 


Глава 2 


СЛУЧАЙНЫЕ ПЕРЕМЕННЫЕ 


В этой главе рассматриваются некоторые задачи, связанные 
со случайными переменными для конечной вероятностной модели. 


$ 1. СРЕДНЕЕ И ДИСПЕРСИЯ 


Рассмотрим конечную вероятностную модель, определяемую 
множеством исходов ИЦ и элементарной вероятностью р. 

Случайной переменной называется каждая числовая функция 
{7 на множестве исходов 0. 

Случайные переменные } и & называются независимыми, если 
они принимают значения независимо друг от друга: для каждых 
чисел х и у событие А(х) ={и:[(и) =х} ({ принимает значение х) 
и событие В (и) = {и:5 (и) =у} (5 принимает значение у) незави- 
симы. Аналогично определяется’ независимость нескольких слу- 
чайных переменных. 


1.1. Среднее 


Важнейшей числовой характеристикой случайной переменной 
Г является ее среднее Е (|), определяемое как сумма произведений 
вероятностей р(и) исходов и на соответствующие значения (и) 
случайной переменной ]: 


ЕР =х Ки) р (и). 


При вычислении среднего удобно использовать следующие 
правила: 

Правило постоянной. Ё (с) =с; 

Правило сложения. Ё ({--5) —=Е(Р --Е (5); 

Правило умножения на число. Е(сР =сЕ(Р; 

Правило неравенства. Е ({) <—Е(5) (=—<23). 
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Если случайные переменные } и с независимы, то для них 
верно 

Правило умножения. Е ({- 5) =Е (Г) -Е (5). 

Из определения среднего следует, что оно равно также сумме 
произведений значений х случайной переменной } на вероятности 
9(х) этих значений: 


Е(Р =Хх9(х), (9(х) =Р{и: Ки) =х}). 


Это равенство часто сокращает вычисление среднего. 

Рассмотрим несколько примеров вычисления среднего. 

Задача 1. Игральная кость подбрасывается два раза. Какова 

средняя сумма очков? 

Решение. В соответствии с задачей |1 $ | главы | эта сумма 
описывается суммой ] случайных переменных | и р, выражаю- 
щих соответственно число очков при первом и втором подбрасы- 
ваниях: 


й (и) = ш, 5 (и) == из, (и) == щ-Низ (и= ии). 
По правилу сложения отсюда следует, что 
ЕР =Е (р) Е (12) =7. 


Замечание. Задача 4 $ | главы | показывает, что эта средняя 
сумма является и наиболее вероятной. Таблица вероятностей зна- 
чений для суммы очков, полученная при решении этой задачи, 
позволяет вычислить среднюю. сумму очков непосредственно. 

Задача 2. Из урны с шарами 1, 2, 3, 4, 5 два раза наугад вы- 

нимается шар и возвращается в урну. Какова средняя раз- 

ность номеров? 

Решение. В соответствии с задачей 2 $ | главы 1 эта разность 
описывается разностью { случайных переменных р} и р, выражаю- 
щих соответственно номер шара при первом и втором извлече- 
НИЯХ: 


й (и) = ш, Р (и) == и», [(и) == и1-— 2 (и==ии2). 


Используя указанное для вычисления среднего равенство, 
получаем: 


] 1 | | | 
Е) = Е ($) = + 25 3 45-5 =3. 
По правилам сложения и умножения на число отсюда следует, 


что 
Е (Г) =Е (р) —Е (р) == 0. 


Задача 3. Из урны с шарами 1, 2, 3,4, 5 два раза наугад вы- 

нимается шар и не возвращается в урну. Какова средняя 

разность номеров? 

Решение. В соответствии с задачей 3 $ 1 главы 1 эта разность 
описывается аналогично задаче 2. По-прежнему 


Е(П) = (12-34-45) 5—3. 


По определению 
Е,=УБШа = 5—1 + 5—2) + (15—83) + 
-Е (15 — 4) + (15 —5)] = 3. 


Снова 
Е(р=Е(Р)—Е (12) =0. 


Замечание. Среднее Е (р) можно вычислить так же, каки Е (Й), 
если, используя формулу полной вероятности, доказать, что 
принимает каждое значение х==1, 2, 3, 4, 5 с вероятностью 


Р(и: рр (и) =х} =4.1/5.1/4=1/5. 


Задача 4. Вычислительная машина производит п=108 одина- 
ковых и независимых операций, в каждой из которых с веро- 
ятностью а==10-6 происходит ошибка. Каково среднее число 
ошибок? 

Решение. Оно равно среднему Е ($) числа успехов $ для модели 
Бернулли ИП==106 испытаний с вероятностью успеха а==10-8. Об- 
щее число успехов $ равно сумме чисел успехов $; при ]-м испы- 
тании (1<]=<1п). Используя правило сложения, получаем: 


Е ($) = У Е($) = У (1.а+0(1—а)) =па=1. 


1<]<п 1</<п 


Диффузия газов. Рассмотрим 2 литровые сосуда, один из ко- 
торых содержит газ А, а другой — газ В, находящиеся под ат- 
мосферным давлением и при одинаковой температуре. Если сосу- 
ды соединить трубкой, то через некоторое время в каждом из них 
окажется одинаковая смесь С газов Д и В. 

Можно так объяснить это явление. Каждый из газов пред- 
ставляет собой множество п==1022 хаотически двигающихся моле- 
кул. Поведение каждого из газов после соединения сосудов опи- 
сывается моделью Бернулли п==102? испытаний с вероятностью 
успеха а=1/2 (успехом считается переход молекулы в другой со- 
суд). Вследствие хаотичности движения молекул можно считать, 
что доля диффундировавших молекул описывается частотой ус- 
пеха П-!.5. А установившееся равновесие связано с равенством 
средней частоты успеха его вероятности 1/2. 

Задача 5. Какова средняя доля диффундирующих молекул? 

Решение. Используя результат задачи 4 и правило умножения 
на число, получаем: 


Е (п-1$) =п—1Е (3) =ппа=а==112. 


Замечание. В $ | главы | было показано, что наиболее вероят- 
ное значение для числа успехов 


т= [ ("--1) а] =2-1. 1022. 
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Следовательно, наиболее вероятное значение для частоты успеха 
равно 
пт =9—. 

Таким образом, установление равновесия является и наибо- 
лее вероятным событием. В то же время вероятность этого 
события, т. е. вероятность того, что диффундирует ровно половина 
молекул, меньше 10-10. 

Задача 6. Симметричная монета подбрасывается п раз. Если 

она впервые падает гербом вверх при |-м подбрасывании, то 

игрок выигрывает 2!’ рублей (]=1, ..., п). Если при всех п 

подбрасываниях монета падает цифрой вверх, то игрок про- 

игрывает п-2" рублей. Каков средний выигрыии игрока? 

Решение. Этот выигрыш описывается случайной переменной | 
на множестве исходов модели Бернулли п испытаний с вероят- 
ностью успеха а=1/2, определяемой следующим образом: }(и) = 
—2', если в строке и первая по порядку единица расположена на 
]-м месте; кроме того, [(0.. .0) =— п. 2". Задача сводится к вы- 
’числению среднего Е(Р) случайной переменной [. 

Она принимает значение х=2? с вероятностью 9д(х)==2-. 
Это следует из того, что число строк и длины п из | и 0, у кото- 
рых первая по порядку единица расположена на ]|-м месте, равно 
числу всех строк длины п—] из Ти 0, т. е. числу 2"-7. А вероят- 
ность каждого исхода равна 2-”. Значит, 


Оо). 


Используя указанное для вычисления среднего равенство, 
получаем: 

Еф = Х 22 '— 1.27.2" = пфп=0. 
1</<п 

Задача 7. Каково среднее число мест, на которых в о0вух 

идентичных хорошо тасованных колодах находятся одинако- 

вые карты? 

Решение. Каждое взаимное расположение п карт в колодах 
можно описать перестановкой множества из п элементов. Так как 
таких перестановок ровно п!, то в качестве модели для рассмат- 
риваемой задачи о совпадениях удобно взять модель Лапласа п! 
равновероятных исходов, которыми являются перестановки номе- 
ров 1, 

Для каждого номера |=1,..., й рассмотрим случайную пе- 
ременную [;, значение },(и) которой равно 1, если перестановка п 
оставляет номер ] на месте (и(]) =]), и равно 0 в противном слу- 
чае (и(/)==/). Число совпадений в рассматриваемых колодах 
описывает сумма | случайных переменных |; (1—1, ..., П). 

Число перестановок и, оставляющих номер |] на месте, равно 
числу всех перестановок остальных И—1 номеров, т. е. числу 
(п 1)!. Следовательно, 

Е (В) = И +01") = Ма (1=1,..., 7). 


п 
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По правилу сложения отсюда вытекает, что 


ЕВ = У Еее. 
1<]<п 

Замечание. Таким образом, среднее число совпадений равно 
единице и не зависит от числа карт в колоде. Этот результат вряд 
ли можно было ожидать. | 

Задача 8. Из урны, содержащей 1 красный и п-1 белых ша- 

ров, вынимаются по одному шары (без возвращения). Како- 

во среднее число белых шаров, вынутых перед красным? 

Решение. Как и в задаче о красных шарах из $ 4 главы 1, 
предположим, что шары отмечены номерами 1, ..., п, причем 
красный шар имеет номер 1. Тогда каждый выбор п шаров из ур- 
ны можно описать перестановкой и множества номеров {1, ..., 
... п}. В качестве модели для решения рассматриваемой задачи 
возьмем, как и в предыдущей, модель Лапласа п! равновероятных 
исходов, которыми являются такие перестановки и. 

Рассмотрим случайную переменную }, значение которой [(и) 
для каждой перестановки }(и) равно номеру и(1) места, на кото- 
рое переставляется номер 1, уменьшенному на единицу: 


(и) =и(—1. 


Для каждого номера х=0, ... п—1 число перестановок 
и, для которых и(1)=х--|, равно числу подстановок вмес- 
то {2,..., п} множества {1,..., п} —{х-Е 1}, т. е. числу (п-1)!. 
Следовательно, вероятность 4(х) того, что случайная переменная 
Ё примет значение х, выражается равенствами 


(п— 1)! 


9 (х) = = т (х=0,....п— 1). 


Поэтому 


1 1 пп п-1 
бы нЕ 
0<х<п 


2.1. Дисперсия 


Среднее является очень грубой характеристикой случайной 
переменной: ее значения могут сильно отклоняться от него. Поэ- 
тому для более точного описания случайной переменной } исполь- 
зуется также дисперсия О (Г), определяемая как среднее квадрата 
отклонения [от Е(р: 


р(р=Е[(1—Е())?]=х(Ки)—Е (7) )?р (и). 
При вычислении дисперсии удобно использовать равенства 


В(р=>(х—Е (Р)?9 (х), 
Вр =Е(Р)—Е*(}) 


и следующие правила: 
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Правило постоянной. ДО (с) = 

Правило умножения на а ИС —5с20 (Г); 

Правило прибавления постоянной. Д ({--с) =. 

Если случайные переменные [и 5 независимы, то для них 


верно 

Правило сложения. ШО ({}- 5) =р (РНС (5). 

Рассмотрим несколько примеров вычисления дисперсии. Ис- 
пользуем случайные переменные, описанные в предыдущем пунк- 
те, и вычисленные для них средние. 

Задача 1. Используя указанные для вычисления дисперсии ра- 
венства, получаем: 


р(|) =2(.)= У (*— 3,5-2,1. 


1<х<6 


Вследствие независимости случайных переменных и [р по 
правилу сложения отсюда вытекает, что 


р(р.=Ь(Р)-Б(Р) = 5,82. 
Задача 2. Аналогично: 


1 
р) =р(.)= » (3 =, 
1<х<5 
р(р=р (р) --2(Ь) = 23,3. 
Задача 3. В этой задаче случайные переменные ], и [2 зави- 


симы, и поэтому правило сложения для дисперсий к ним не при- 
менимо. Используем формулу 


Вр =Е[(Г-Е (7) )?]. 
Так как Е(}) =0, то 
(р =Е(Р). 
Используя правила для вычисления средних, получаем отсюда 
РО =Е(—Ь) = Е (Я) + Е (В) —2Е (№. 


Пользуясь указанным для вычисления дисперсии равенством, 
убеждаемся в том, что 


ЕП = Е = Хи, 


1<х<5 


Из определений вытекает, что 


= = (15-15 —55) = 


Следовательно, 
ВР =11-11-—17=5, 
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Замечание. Дисперсия разности номеров вынимаемых из урны 
шаров для выбора без возвращения больше, чем для выбора с 
возвращением. Это объясняется тем, что при выборе без возвра- 
щения исключены равные нулю значения разности номеров. 

Задача 4. Используя указанное для вычисления дисперсии 
равенство, получаем: 

р ($;) = (1—а)?а- (0—а)? (1—а) =а(1—&а) =10-8(1—10-5) 

(1</=—<п). 
Так как случайные переменные $; независимы, то, по правилу сло- 
жения, 
0($) =У Б($}) = па (1—а) = 1—10-86. 
| 15/<п 

Задача 5. Аналогично, используя правило умножения на число, 

получаем: 


р (1-15) =ип-2р ($) = па (1—а) =471и7. 


Задача 6. Используя указанное для вычисления дисперсии ра- 
венство, получаем: 
р (р = 2. (21 — 0) 2-7 + (п222" — 0)2-"= У 214 п22и = 


1< <пв <]<п 


—= (п? - 2) 2" — 


Для достаточно больших номеров п дисперсия произвольно 


велика. 
Задача 7. Вычислим предварительно средние произведений 


Вы; 


Е(Р) = Ри: В (и) = П=Рци: я. 


В) = Ри: Вы) = В = ПИ (151). 


Используя эти равенства и правила вычисления среднего, 
о 
: 2 
Е) = ХУ ЕН+ У а НЫ СЕ 


<» 1З]ЕЁ<п 


Ай и из формулы квадратов для вычисления дисперсии 


следует, что 
р(р=Е(Р)—Е*(Р =2—1=1. 


Как и среднее, дисперсия числа совпадений равна единице и 
не зависит от числа карт в колодах. 

Задача 8. Используя равенство для суммы квадратов из главы 
2 части П раздела [, получаем: 


И: 


ПЕ > а = 
[1 1 | 1 а а 
= [5 — + М 4 — 12 ы 
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$ 2. ЗАКОН БОЛЬШИХ ЧИСЕЛ 


Этот закон для попарно независимых и одинаково распреде- 
ленных случайных переменных [; со средним и дисперсией 


Е (р) =а, О (В) =? (5>>0, 1] < п) 


на множестве исходов Ц конечной вероятностной модели (0, 57; 
р, Р) выражает 
Теорема Чебышева. 


Ри: ще О 4—4 > в} < е--1* (#20). 


1<&л 
Она оценивает вероятность значительного отклонения ариф- 
метического среднего случайных переменных |], от их среднего а. 
Для достаточно больших чисел п это отклонение практически не- 
возможно. 
Из теоремы Чебышева следует 
Теорема Бернулли. 


Рип (У $ ии —а> в} <в-1 п-1а (1— а) <=-?и—\4-! >0). 


а 


% 


Она оценивает вероятность значительного отклонения часто- 
ты успеха от его вероятности. Для достаточно больших чисел п 
это отклонение практически невозможно. 

Теоремы Чебышева и Бернулли дают очень грубые оценки 
рассматриваемых вероятностей. В $ 5 главы 3 части ИП рассмат- 
риваются более точные неравенства. 


1.2. Примеры 


Рассмотрим несколько примеров использования закона боль-. 
ших чисел. Положим: 


В (п, в) = [ши х ри-а> 


1<7/<п 


1.1.2. Пример 1 


Для задачи 4 из $ | о вычислительной машине по теореме 
Бернулли получаем при в==2-!. 10-2 


Р(В(п, г)) < 4.10%. 10-8.4-1= 10-2. 


Если считать значительными отклонения больше, чем на == 
— 10-2, и считать практически невозможными события, вероят- 
ности которых меньше и==10-?, то из этого неравенства следует, 
что значительное отклонение частоты ошибки от ее вероятности 
а==10-6 практически невозможно. 
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2.1.2. Пример 2 | 


Для задачи 5 из $ | о диффузии газов по теореме Бернулли 
получаем при ===10-8 


Р(В (п, г) ) <106.10-2.4-1< 10-8, 


Если считать значительными отклонения больше, чем на &= 
—10-8, и считать практически невозможными события, вероят- 
ности которых меньше «= 10-6, то из этого неравенства следует, 
что значительное отклонение доли диффундирующих молекул от 
а=1/2 прак.ически невозможно. Именно вследствие закона боль- 
ших чисел можно считать, что средняя доля’ диффундирующих 
молекул описывает рассматриваемую смесь газов. 


3.1.2. Пример :] 


Для задачи 7 из $ | о числе совпадений по теореме Чебышева 
получаем при =и-': 
Р(В(п, в) ) < п?п-1и-1 (1-п7) =1-и71. 
Заметим, что в рассматриваемом случае а====п-!, и поэтому 


= |=: > Ё; (и) —1 > 


15] <п 


В (п, ) [и > рип! > 


<] <п 


>1!- м: У ищя 1] 


1<]<п 


Следовательно, 


<] < 


Р[и: р. — 
С а, о) 


Полученные оценки плохие. 
Теорема Бернулли позволяет решить две часто встречающие- 
ся задачи: |) о проверке гипотезы и 2) об оценке вероятности. 


2.2. Проверка гипотезы 


Рассмотрим последовательность п испытаний, описываемую 
моделью Бернулли с неизвестной вероятностью успеха. Сделаем 
предположение, что эта вероятность равна а (0=а=1). При 
реализации рассматриваемой последовательности частота”успехов 
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оказывается равной 6 (0<—<6=<1). Согласуется ли сделанное пред- 
положение с результатом эксперимента? 

Представляется разумным использовать следующий принцип: 
если при реализации произошло событие, которое при сделанном 
предположении является практически невозможным, то предполо- 
жение не согласуется с результатом эксперимента. 

Рассмотрим модель Бернулли с параметрами п и а. Условим- 
ся считать практически невозможными события, вероятность ко- 
торых меньше « (0<а< 1). Если сделанное предположение о 
том, что вероятность успеха равна а, соответствует действитель- 
ности, то для вероятности Р(В) события . 


В== {и:| (1/1) $ (и) —-а| > А}, 
де А=|6—а|, верно неравенство 
Р(В) <а(1—а) [пА?. 


Если 
а(1 — а) 
л> = У, 
то 
а (1—а) [пА? < а 
И 


Р(В) < а, 


т. е. при сделанном предположении отклонение частоты успеха от 
вероятности успеха больше, чем на величину Ло, является прак- 
тически невозможным событием. 

Таким образом, проверка гипотезы о равенстве вероятности 
успеха числу а для модели Бернулли п испытаний заключается в 
следующем. 

1. Выбирается оценка практической невозможности © и опре- 
деляется допустимое отклонение Ло значения частоты успеха от 
вероятности успеха а: 

Га(1—а 
А. =Уу ее па ; 

2. Подсчитывается полученное в результате эксперимента 

значение 6 частоты успеха и определяется отклонение 


А=|6—а|; 
3. Если полученное отклонение А значения частоты успеха 
от вероятности успеха больше допустимого Аз: 
А Аь, 
то гипотеза не согласуется с имеющимися данными. 


‚ Замечание. Если Д< Лу, то отсюда нельзя сделать вывод о 
том, что гипотеза согласуется с имеющимися данными. Из-за гру- 
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бости использованной оценки событие В может оказаться практи- 
чески невозможным и при А< Ао. 
Рассмотрим несколько примеров. 


1.2.2. Задача о жулике 


Яркий пример вопиющего несоответствия между предполо- 
жением и действительностью описан в следующем старинном 
анекдоте: «Однажды в Неаполе преподобный Галиани увидел’ 
человека из Базиликаты, который, встряхивая три игральные кос- 
ти в чашке, держал пари, что выбросит три шестерки. Вы скаже- 
те, такая удача возможна. Однако человеку из Базиликаты уда- 
валось это и во второй раз, и пари повторялось. Он клал коети’в 
чашку 3, 4, 5 раз и каждый раз выбрасывал три шестерки. «Черт 
возьми! — воскликнул преподобный.— Кости налиты свинцом!» 
Так оно и было. Но почему преподобный воспользовался нечести- 
вым выражением?» Преподобный Галиани выругался, очевидно, 
решив, что человек из Базиликаты — жулик. Соответствует ли дей- 
ствительности предположение о том, что человек из Базиликаты — 
честный? 

Процесс 5-кратного честного ‘бросания трех честных костей 
можно описать моделью Бернулли п=5 испытаний с вероятнос- 
тью успеха а=1/63 (успехом считается выпадение трех шестерок).. 
Предположим, что человек из Базиликаты и его кости — честные. 
Задача, таким образом, сводится к проверке гипотезы о равенст- 
ве вероятности успеха данному значению. Используем построен- 
ную для этой проверки схему. 

1. Условимся считать практически невозможными события, ве- 
роятности которых меньше ©и=0,001. В этом случае допустимое 
отклонение Ло= [6-3 (1—6-3) / (5. 10-3) ] 12. 

2. Полученное отклонение А—=1р— 6-3. 

3. Нетрудно проверить, что А’ Ао. 

В самом деле, это неравенство эквивалентно каждому из следую-. 
щих неравенств, последнее из которых очевидно: (1—6-3)2> 

—>6-3(1—6-3) /(5.10-3); 1—6-8>6-3/(5. 10-3); 5 (63—1) > 103; 1075> 
—1000. -.:. -... ты . —- а ых 

Таким образом, полученное отклонение значения частоты ус- 
пеха от вероятности успеха больше допустимого. Предположение, 
что человек из Базиликаты — честный человек, не согласуется с 
имеющимися. данными. Преподобный Галиани был прав. 


2.2.2. Статистичеекий контроль 
производственного процесса 


Условимся работу автомата, производящего гвозди, описы- 
вать схемой Бернулли с вероятностью успеха а=1/4 (успехом 
считается изготовление негодного гвоздя). При проверке партии 
из п=10000 гвоздей доля негодных оказалась равной 6==5/12. 
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Можно ли считать, что это свидетельствует о неполадках в рабо- 
те автомата? | 

Задача сводится к проверке гипотезы о равенстве вероятнос- 
ти успеха данному значению. Используем построенную для этой 
проверки схему. 

1. Условимся считать практически невозможными события, 
вероятности которых меньше о==0,001. В этом случае допустимое 
отклонение Ло= [1/4.3/4) / (10%. 10-3) ] "2 < [1/4.10] "2 < 116. 

2. Полученное отклонение А = |5/12—1/4| = 1/6. 

3. Таким образом, полученное отклонение значения частоты 
успеха от вероятности успеха больше допустимого: А > Ао. 

Поэтому можно считать, что полученные данные свидетельст- 
вуют о неполадках в работе автомата. 


3.2.2. Рак легких 


Условимся считать, что процесс выявления заболевания раком 
легких при обследовании группы некурящих людей описывается 
моделью Бернулли с вероятностью успеха а==10-* (успехом счита- 
ется то обстоятельство, что человек болен раком легких). При 
обследовании группы п=10$ курящих людей доля больных раком 
оказалась равной 6—==11.10-“. Можно ли считать, что эти данные 
подтверждают связь между курением и раком легких? 
| Задача сводится к проверке гипотезы о равенстве вероятно- 
сти успеха по данному значению. Используем построенную для 
этой проверки схему. 

1. Условимся считать практически невозможными события, 
вероятности которых меньше а«==0,001. В этом случае допустимое 
отклонение Ао= [10-“(1—10-“) /(105.10-3) ] "2 < 10-3. 

2. Полученное отклонение А=11.10-“— 10—4= 10-3. 

3. Таким образом, полученное отклонение значения частоты 
успеха от вероятности успеха больше допустимого: А Ао. 

Можно считать, что имеющиеся данные подтверждают суще- 
ствование связи между курением и раком легких. 


4.2.2. Пол ребенка 


Условимся считать, что процесс рождения мальчиков и дево- 
чек описывается схемой Бернулли с неизвестной вероятностью 
успеха (успехом будем считать рождение мальчика). Представ- 
ляется правдоподобным предположение, что рождение мальчика 
и рождение девочки равновероятны. По имеющимся данным, 
в Швейцарии с 1871 по 1900 год родилось п==2 644757 детей, 
Среди них было т==1 359671 мальчик. Согласуется ли предпо- 
ложение о равенстве вероятностей рождения мальчика и рожде- 
ния девочки с этими данными? | 

Задача сводится к проверке гипотезы о том, что вероятность 
успеха а=1/2. Используем построенную для проверки подобных 
гипотез схему. 
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1. Условимся считать практически невозможными события, ве- 
роятности которых меньше а«=0,001. В этом случае допустимое 
отклонение Ло= [ (1/4) /(2 644 757. 10-3) ]1/2< [4.25.105.10-3]-12 = 
—=0,01. | 

2. Значение частоты успеха для рассматриваемого случая 
0,5141. Следовательно, полученное отклонение А.—>0,5141— 
—0,5000=0,0141. | 

3. Таким образом, полученное отклонение значения частоты 
успеха от вероятности успеха больше допустимого: А> Ао. 

Предположение, что рождение мальчика и рождение девочки 
равновероятны, не согласуется с имеющимися данными. (В демо- 


графии принято считать, что вероятность рождения мальчика 
равна 0,515). 


5.2.2. Телепатия 


В контрольном опыте по проверке существования телепатиче- 
ской связи (Москва — Керчь), проведенном 10 мая 1968 года, из 
10 телепатически переданных образов предметов правильно не 
был принят ни один. Предположим, что прием описывается мо- 
делью Бернулли для п=10 испытаний. Согласуется ли результат 
опыта с предположением, что вероятность правильного приема 
образов равна а=0,399? 

Задача сводится к проверке гипотезы о том, что вероятность 
успеха а=0,999. Используем построенную для проверки схему. 

1. Условимся считать практически невозможными события, ве- 
роятности когорых меньше а==0,001. В этом случае допустимое 
отклонение Лои= [ (1—10-3) . 10-3/ (10.10-3) ] 2 < 0,33. 

2. Полученное отклонение А = |0—0,999| =0,999. 

3. Таким образом, полученное отклонение в 3 раза превыша- 
ет допустимое: А>3ЗАо. 

Можно считать, что гипотеза о практически достоверном при- 
еме телепатически передаваемого образа предмета контрольным 
опытом не подтвердилась. (В то же время, разумеется, проделан- 
ный расчет нельзя считать доказательством отсутствия телепати- 
ческой связи вообще). 

Замечание. Во всех рассмотренных примерах практически не- 
возможные события были определены как события, вероятности 
которых меньше а==0,001. Выбор значения 0,001 произволен. Обыч- 
но & определяется в зависимости от конкретных обстоятельств. 
Уменьшение © соответствует менее строгому подходу к проверке 
гипотезы: допустимое отклонение увеличивается и вывод о несо- 
гласованности с результатом эксперимента делается реже. 


3.2. Оценка вероятности 


Рассмотрим вновь последовательность и испытаний, описы- 
ваемую моделью Бернулли с неизвестной вероятностью успеха. 
В качестве оценки для вероятности успеха используем частоту 
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успеха. Какое число испытаний практически достоверно обеспечи- 
вает данную точность оценки? 

Условимся считать практически достоверными события, веро- 
ятность которых больше 1—я (0<я=<1). Вместо практически 
достоверно будем говорить также с вероятностью, большей 1—9. 
Точность оценки (1/1)$ зададим числом = (0<#<!). Оценивае- 
мую вероятность обозначим буквой а (0<а=—<!). 

Задача сводится к определению числа И, такого, что для 
каждого натурального числа Ио и каждого числаа (0<а=—<1) 
в модели Бернулли с параметрами п и а было верно неравенство 


Р{и: | (1/")$—а| <=} >1—“. 


По теореме Бернулли, для этого достаточно, чтобы й==1/40.8?. 
Таким образом, если число испытаний п в схеме Бернулли 
больше числа 


По = 1/4 Е". 


то с вероятностью, большей чем 1—<, частота успехов (1[п)5$ оце- 
нивает вероятность успеха а с точностью в. 
Рассмотрим несколько примеров. 


1.3.2. Статистический контроль 
качества продукции 


Вернемся к автомату, производящему гвозди. Предположим, 
что он заменен новым, работу которого также можно описать мо- 
делью Бернулли, но уже с неизвестной вероятностью успеха а (ус- 
пехом по-прежнему считается изготовление негодного гвоздя). 
Для оценки этой вероятности производится пробная партия из п 
гвоздей. В качестве оценки для а берется доля негодных гвоз- 
дей пробной партии. Требуется определить число п гвоз- 
дей для пробной партии, при котором эта оценка практически 
достоверно имела бы точность в==0,1. Практически достоверные 
события определим как события, вероятности которых больше 
|1—@==0,999 («==0,001). 

Задача сводится к определению числа испытаний, при кото- 
ром использование частоты успеха практически достоверно обес- 
печивает заданную точность. Используем полученное для этого 
числа неравенство. В рассматриваемом случае аи==0,001 и ==0,1, 
следовательно, п >Ио==2500. 


2.3.2. Оценка доли курящих 


Неизвестная доля а жителей города курит. Для определения 
доли курящих жителей предполагается провести ряд независимых 
наблюдений, при которых каждый раз все жители будут иметь 
равную возможность стать объектом наблюдения. Можно поэто- 
му считать, что процесс наблюдения описывается схемой ий испы- 
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таний Бернулли с вероятностью успеха а (успехом считается то, 
что наблюдаемый житель курит). В качестве оценки для доли а 
курящих жителей города предполагается использовать частоту 
$/п курящих среди наблюдавшихся жителей. Требуется, чтобы 
оценка практически достоверно имела точность в =0,005. Практи- 
чески достоверными считаются события, вероятности которых 
больше |1—а=0,95 (и=0,05). Сколько нужно провести наблю- 
дений? 

Задача сводится к определению числа испытаний, при кото- 
ром использование частоты успеха практически достоверно обес- 
печивает заданную точность. Используем полученное для этого 
числа неравенство. В рассматриваемом случае «='0,05 и ==0,005. 
Следовательно, нужно провести и> ,==200 000 наблюдений. 


3.3.2. Эффективность лечения 


Испытывается новый метод лечения некоторой болезни. О его 
эффективности предполагается судить по доле выздоровевших 
среди подопытных зараженных кроликов, подвергнутых лечению 
данным методом. Требуется, чтобы оценка эффективности была 
достаточно точной и надежной. Сколько нужно кроликов для та- 
кого опыта? 

Будем предполагать, что процесс выздоровления или смерти 
подопытных кроликов описывается моделью Бернулли п испытаний 
с неизвестной вероятностью успеха (выздоровление кролика) а. 
Практически достоверные события определим как события, ве- 
роятность которых больше 1—а==0,95 (и=0,05). Точность оценки 
зададим числом в=0,25. Задача о числе подопытных кроликов 
сводится к определению числа п испытаний, при котором оценка 
вероятности успеха а с помощью частоты успеха $/п практически 
достоверно имеет точность г. Применяя полученное для этого числа. 
неравенство, находим, что ИП ==80. 

Если требовать при той же практической достоверностн 
точность ==0,05, то будет п=ио=2 000. 

Если при этой точности оценивать практическую достовер- 
ность числом |—м==0,99 (и==0,01), получим п2>И==10 000. 

Замечание. Полученные с помощью неравенства Чебышева 
оценки для отклонения частоты успеха от вероятности успеха и 
для числа испытаний являются довольно грубыми. Более разви- 
тая теория дает более точные оценки. В частности, можно пока- 
зать, что при оценке доли курящих для достижения точности 
0,005 с вероятностью 0,95 достаточно провести не 200000, а всего 
40 000 наблюдений. 

Упражнение. Решить задачи о проверке гипотезы и об оценке 
вероятности, используя уточнение теоремы Бернулли из & 5 гла- 
вы 3 части П. Провести расчеты для рассматривавшихся приме- 
ров и сравнить их с полученными. Используя уточнение теоремы 
Чебышева, попытаться улучшить оценки в примере пункта 3.1.2. 
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Глава 3 


РАЗНЫЕ ЗАДАЧИ 
В этой главе рассматриваются некоторые избранные задачи. 


$ 1. ЗАДАЧА О РАЗОРЕНИИ ИГРОКА 


Игрок, имеющий т рублей, играет п партий в орлянку с 
партнером, имеющим с— т рублей. Ставка в каждой партии 
равна одному рублю. Какова вероятность того, что за эти п 
партий игрок проиграет все свои деньги? 


1.1. Математическая формулировка задачи 


Рассмотрим произвольные натуральные числа т, п>0и с>т. 
Последовательность й подбрасываний симметричной монеты опи- 
сывается моделью Бернулли п испытаний с вероятностью успеха 
а==1/2. Для каждого номера |=|, .... п случайная переменная 
р=2$,—1 описывает выигрыш игрока в ]-й партии: },(и) =1, если 
нЕ, и |, (и) =— 1, если иеН,. Общий выигрыш игрока, имеющего 
[ рублей (0<1<‹с) в]..., Е-й партиях с партнером, имеющим 
с—/ рублей, описывается случайной переменной бы определяемой 
равенствами 


| ди (и) = и) 
вре (и) = (и) Раны (и) (11а) <е—В 1 кВ 
врь (и) = анньь (и) (ана (и) = —1 с 1<1<). 
Замечание. Последние равенства соответствуют формальному 


продолжению игры, когда один из игроков разорился. 
Задача сводится к вычислению вероятности р(т, п) события 


А = (и: 21% (и) =— т; ви --—т, 1<8<1. 


2.1. Составление разностного уравнения 


Непосредственно подсчитать вероятность р(т, п), по-видимо- 
му, трудно. Поэтому с помощью формулы полной вероятности 
составим разностное уравнение, определяющее вероятность 
р(т, п). 

Рассмотрим события У! и Н!, описывающие выигрыш и про- 
игрыш игрока в 1-й партии. По формуле полной вероятности 


(*) Р(4) =Р(У, Рь, (А) + Р(Н, Рь, (4). 
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Имеем: Р(У;) =а=1/2 И О Непосредственно 
из определений вытекает, что при ст, п>1 


У.А= ш:Р (и) =1; ам (и) = —т; в (и) 5 —т, 13< п] = 
= и:Р =; 2 (и) =—(т-+ 1); 28 (и) = — (ту; 
2 Ё< п} = У,В. 
Из независимости испытаний в модели Бернулли следует, что 
случайные переменныерй , 5"*', независимы и события 
У: = {из Й (и) = Ц, 
В = {ш: 238 (и = (т +1); 83% (и —(т+1, 258 <%, 
независимы. Поэтому 
Ру, (А) = Р (У. А)/Р (У) =Р (У В)/Р (51) = Р (У,) Р(ВУ/Р (У,)=Р (В). 


Из однородности испытаний в модели Бернулли следует, что при 
п>>1 вероятность события В равна вероятности события 


С = [ш: ата (и) = —(т+ 1; де (фт 1, 15 <п-Ц 
(проигрыш т--1 рублей в1,..., (П—1)-й партиях). В самом де- 
Ле, исход и=И1и2...и, принадлежит событию В, если и только 
если исход 9=иИ2...и,и! принадлежит событию С. Элементарные 


вероятности исходов ии 9 равны, следовательно, равны вероят- 
ности событий В и С. Таким образом, при с-т>1 и п>1 


Ру, (А) = Р(В) = р(т + 11-1). 


Аналогично, при >11 ип>1 
Рн, (А) = р(т— 11—11). 
Подставляя найденные значения в равенство (+), получаем: 
(1) р(т, п) = (И?) р(т-НЬ п) + (2) р(т-—1, п 1) 
(1<т<с—1, 1<п). 
Кроме того, как нетрудно поверить, 

(2) р(1, п) = (1/2)р(2, п—1), р(с—1, п) = (2)р (6—2, п—1) 
(1< п), р(1, 1) = 2, р(т, 1) =0 (1<т<‹с). 
Замечание. Равенства (1) и (2) эквивалентны равенствам 
р(т, п) = (1/2) р(т-Е1, п 1) + (1/2) р(т—1, п— 1) 
(О<т-<с, 0< п), 


если 
р(0, 0) =1, р(0, п) == р(с, п) ==р(т, 0) =0 (0<тжс, 0<”). 
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Говорят; что числа р(т, п) (0<—т=<с, 0<п) образуют ‘решение 
разностью уравнения (1), удовлетворяющее условиям (2). 


3.1. Решение задачи — 


Используя принцип индукции, нетрудно убедиться в том, что 
если для произвольных чисел 9(т, п) верны равенства 


9(т, п) = (1/2) а(т-Н1; п— 1) (1/2) 9 (т—1, п 1) (15т<е-—ь 
| 1<пй); : 

9(1, п) = (1/2)9(2, п 1), 9(6—1, п) = (1/2)9(с—2, п—1) (1<п), 

| 9(1, 1) =11/2, а(т, р (1<т=<‹с), 


аналогичные равенствам (1) и (2), т 
9(т, п) =р(т, п) ОН О) 
Замечание. Эквивалентное утверждение выражается фразой: 


решение уравнения (1), и - условиям .(2), единст- 


венное. | 
Оказывается, что единственные числа р(т, п), для которых 


верны равенства и. и (2), определяются аи 
(3) р(т,п) = — У зе. ет оз". (03 тс, 0"). 


0<Ё<с 


Прежде всего заметим, что для каждых числа ина (1=0, 
—=1, 2, ...) и номера п>0 верно равенство | 


| ь 5. 2 
У» созёх = р: [5 (и -- = х/5ш —- Х —1| 


1<А<п 
которое получается суммированием обеих частей равенства 


. | 1 Г. 1 1 
0$ Вх ЗП х = = | ( в -- >) А ЗИ (#— 7) х] 
Используя указанное равенство для суммы косинусов, полу- 


чаем: 
Рл | 2х 
р (1, у ява Е у (1— 059 ) = 
С 0<Ё<с С С 0-Ё-с 


—= 5 — 1) 9 [2^— |5 = — ‚| ее. 
Если |<т<<с, то 


1 < (т — 1 
р (т, 1) = — > от зд А == № [со 
6 `0<#< с С 0<Е=с с 


(т )л,] ГГ: т— 1] | тя 
В —- ы = а — Пл И" а 


я. 


_ у (и + 0=— О п”. 
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Так как числа 1—1! и т--|1 оба четные или нечетные, то дроби 
в фигурных скобках обе равны —1 или --1. Поэтому. 


р(т, 1)=0 (1<т—< о. 


Для каждого номера п>1 имеем: 


К 
р (1, п) =— ХУ 1?-— соз"- т = 
0<&<с 
2Е К Е 1 
ть ра еше” с0$"-2 2. = р (9, п— 1); 
26 оке С с 
1 Ёп \; ЁРЛ пал 
р(е— 1, п) = Е р 1 (вх —^ ма —_<0$ = 
| 2Е |. |. > 
=-— эт (вх — о) #1 соб"? = = р (6—2, п 1). 
С << с С 


Если |1<т<с— и |< и, то 


рт +1, п И -+--р(т— 1 п =— У тии 


0<<&с 


. (т—1) лм. Ех вл 1 | |. кп _ 
Ия т со а за зи с3"—1 — 


Таким образом, из равенств (3) вытекают равенства (1) 
и (2). Следовательно, равенства (3) определяют искомые вероят- 
ности р(т, п). 

Замечание. Получение равенства (3) связано с более развитой 
математической техникой и поэтому не обсуждается. При неболь- 
ших значениях переменных т и п вероятности р(т, п) можно 
вычислить, непосредственно используя равенства (1) и (2). 


4.1. Случайное пуждание 


Вероятностная схема, построенная для задачи о разорении 
игрока, описывает также симметричное случайное блуждание 
частицы по одномерной решетке с поглощающими экранами. Та- 
кая схема иногда используется, например, для описания одномер- 
ного броуновского движения, при котором частица подвергается 
‘ударам-со стороны большого числа хаотически двигающихся мо- 


лекул. Пусть точки —т, —т-1,..., 0,..., ст оси абсцисс 
координатной плоскости описывают возможные положения неко- 
торой частицы в ‘моменты ]=1,..., п. В начальный момент час- 


тица находится в точке 0. Если в момент ]/—1| частица находится 
в точке х(—-т<х<Сс—т), то в момент ] она с одинаковой веро- 
ятностью переходит в точку х-1 или в точку х—1. В' точках —т 
и с—т расположены поглощающие экраны: если частица попа- 
дает в какую-нибудь из них, то она там и остается. 
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В этой схеме положение частицы соответствует выигрышу 
игрока, а поглощение частицы экраном в точке —т — разорению 
игрока. 'Равенства (3) определяют вероятность того, что частица 
в момент п будет поглощена экраном в точке — т. 

Замечание. Если сформулировать задачу о разорении, не огра- 
ничивая заранее число партий и предполагая, что игра ведется до 
разорения одного из игроков, то при математической постановке 
задачи для описания такой игры придется рассматривать вероят- 
ностное пространство с бесконечным множеством исходов. 


$ 2. ЗАДАЧА О СПИЧЕЧНЫХ КОРОБКАХ 


Известный польский математик С. Банах сформулировал 
следующую шуточную задачу. 


Некто носит с собой две коробки спичек. Время от времени 
он вынимает спичку из наугад выбранной коробки. Рано или 
поздно выбранная коробка впервые оказывается пустой. 
Сколько спичек в этот момент остается в другой коробке? 


1.2. Распределение числа остающихся спичек 


Обозначим число спичек в каждой из коробок буквой т, 
а искомое число оставшихся спичек — буквой х(0<—<х=—< т). Пред- 
положим, что одна из коробок имеет номер 0, а другая — номер 1. 
Используем модель Бернулли п=2т--1 испытаний с вероят- 
ностью успеха а=1/2. Число оставшихся спичек в этой модели 
описывается случайной переменной |], определяемой так. 

В каждой строке и длины п=2т--1, составленной из номе- 
ров О и 1, число единиц $(и) либо строго больше т, либо строго 
меньше т. Множество А={и:$ (и) >т} строк первого типа опи- 
сывает появление пустой коробки номер 1, а множество В== 
—{и:5(и) <т} строк второго типа — коробки номер 0. В первом 
случае число остающихся спичек выражается равенством 


(1) (и) =тр— (и) (5(и)>т), 


где ^(и) обозначает общее число нулей до (тТ--[)-й единицы 
в строке и. Во втором случае число остающихся спичек выража- 
ется равенством 


(2) (и) =тр— Ки) (5(и) <т), 
где [(и) обозначает общее число единиц до (т--1)-го нуля в стро- 
ке и 


Равенства (1) и (2) определяют значение {(и) случайной 
переменной [ для каждого исхода и. 
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Например, если т=1|, то 
ГОР) =1—0=1, [(110) =1—0=1, (101) =1—1=0, 
(011) =1—1=0, 
(000) =1—0==1, }(001) =1—0=1, (010) =1—1==0, 
(100) =1—1==0. 


Вычислим вероятность 4(х) того, что случайная переменная | 
примет значение х: — 


9(х) =Р{и: (и) =х} (0=х=<т). 


Это и будет решением задачи. 

Для каждой строки и, для которой $5(и)>т, равенство 
(и) =х означает, что: 

1) в строке и на (2т—х--Т)-м месте находится 1; 

2) перед ней на 2т—х местах произвольно расположены т 
единиц и т—х нулей; 

3) после нее расположена произвольная строка длины х из 
номеров 0 и 1. 

Число таких строк и равно 


Столько же строк и, для которых $ (и) <т и | (и) =х. Следо- 
вательно, общее число исходов и, для которых [(и) =х, равно 


Я 
|: й 2*+1 (0<х<мт). 
т 
_Так как исход и имеет вероятность 
р(и) =2-@"+0, 
то 


4 (х) &=. |" — В 2-(2т-—х) (0 —< Хх < т). 
т 


2.2. Среднее число остающихся спичек 


_ Вычислим среднее Е({) случайной переменной {. Непосредст- 
венно это сделать, по-видимому, трудно. Поэтому воспользуемся 
искусственным приемом. 

Так как 


> 9) = Ури) =1 


0<х<т 
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то 
п, = Х т х мф- Х т-яч- 


<х<т 
= У (т-— хх) ат —х 2-(2т-х). 
0<х<т т 


Вместе с тем для каждого х=0,..., т—1 
—_ 2т —х ыы ==: 
| =“ х) (2т —х)! __ 
т 


т! (т —х)! БИ 


т! (т—х— 1)! 


— @т— х) 2т—х— 1! _ @т— х) Е, .) 
т 


Отсюда вытекает, что - Зал 
п-Еф= Х тэ" "вито — 
О<х<т т 


ТЕХ че+у--— У (+049. 


О<х<т 0<х<т 


В то же время | | 
„2 @+9и+0= Х 4= Х 9 =ЕЦО, 


<х< 
Хх 9&-+0= Х ч%= Х 9()—90)=1-—90). 
0<х<т 0<х<т 0<х<т | я 
Следовательно, 
2 1 1 
т Е ==" (1—9 (0)) —-- ЕВ. 
Так как 


2т 
4 (0) = 2", 
т 
то отсюда вытекает, что 


/ 


Это равенство выражает среднее число остающихся спичек. 
Замечание. Можно доказать, что 


Е (= 2 (тт — 1. 


В частности, если т==12, то Е(Р =3; если т=50, то Е (Г =7. 
Эти результаты проверяются экспериментально. Например, 
можно взять две коробки с 12 спичками в каждой и монету. От- 
метить коробку номер | и коробку номер 0. Подбрасывать монету 
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и, когда она падает гербом вверх, брать спичку из коробки но- 
мер |, а когда цифрой вверх, брать спичку из коробки но- 
мер 0. И так до тех пор, пока взятая коробка не окажется пустой. 
Нужно проделать такой опыт несколько раз, подсчитывая число 
остающихся спичек. Вследствие закона больших чисел арифмети- 
ческое среднее этих чисел, как правило, не будет значительно 
отличаться от числа 3. | 
Задача. Вычислить дисперсию случайной переменной [. 


$ 3. ЗАДАЧА О ДЛИНЕ СЛУЧАЙНОЙ ЦЕПИ 


В современной химии для описания молекул некоторых поли- 
меров используется модель плоской случайной цепи, состоящей из 
линейных звеньев, расположенных под случайными утВми друг 


к другу. 
1.3. Определение длины случайной цепи | 


Представим себе лежащую на столе цепь, составленную из 
(п--1)-го звена. Эти звенья имеют одинаковую длину [0 и снаб- 
жены номерами 0, 1,..., п. У каждого из звеньев отмечены нача- 
ло иконец. Поэтому определена величина угла между /|-ми (]—1)-м 
звеньями (1<]=—<1). Эта величина равна либо а либо —&“ 
((<а«<л). Углы между звеньями рассматриваемой цепи обра- 
зуются независимо и одинаково случайно. 

Длиной цепи будем считать расстояние между концом по- 
следнего п-го звена и началом 0-го звена. Задача заключается 
в исследовании случайной переменной /, описывающей длину цепи. 
Проще рассматривать случайную переменную 2. 

Опишем плоскость стола стандартной координатной плос- 
костью и будем предполагать, что начало координат совпадает 
с началом 0-го звена, а направление оси х — с направлением этого 
звена. 

Рассмотрим модель Бернулли п испытаний с вероятностью 
успеха а. Случайная а 


[, = (+ :.. + (—10%) 


описывает величину угла между ^-м и 0-м звеньями (1<Е< 1). 
Проекции А-го звена на оси х и у равны соответственно 


0. со$ В, Ю-зтЬ. (1<А=— п). 


Следовательно, 
и [(1+ с0$ + Ут "| 
| _ 1 
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Пример. Если п=3, 6=1{ и о=2л/З, то значения рассматри- 
ваемых случайных переменных содержит таблица 


и И 10 | _ 01 00 
й (и) —2л/3 —2л/3 2д/3 —9л/3 
15 (и) —4л/3 0 0 4/3 
со$ В (и) —1/2 —1/2 —1/2 —1/2 
с0$ 25 (и) —1/2 1 1 —1/2 
эт В (и) —У 3/2 —У 3/2 У3/2 У 3/2 
эт (и) У 3/2 0 0 —У3/2 
16 (и) 0 3 3 0 


Квадрат длины цепи Р принимает значение 0 с вероятностью 
9 (0) =а?- (1—а)? и значение 3 с вероятностью 49(3)=2а(1—а). 
Замечание. Вычислить вероятности значений случайной пере- 
менной Й в общем случае, по-видимому, трудно. Пример поясняет 


рис. 38. 
2 
яя? 
2 
Рис. 38. 


2.3. Средний квадрат длины цепи 


Вычислим среднее случайной переменной Й при &=1. 
1. Докажем сначала, что 


(1) Е[ соз (Е—&) ] =с05—&(0=<1< п, 0<]<п, <). 
Рассмотрим произвольный номер { и проведем доказательство 
индукцией по |. Если | =#--1, то равенство (1) верно, как нетруд- 
но проверить. Если равенство (1) верно для |, то оно верно и для 
1-1. В самом деле, 
Е [с0$ (#141 — #;)] = ВБ [соз (1, — 1) соз ((—1) 71а) — 
— Е [чп (Ё, — В) в ((—1) 7+1). 


Используя четность косинуса, правило сложения для среднего 
и предположение о верности равенства (1) для ], получаем: 


Е[соз (#, — #) соз ((—1) 7419) ] = Е [0$ (Е, — 2) с03 & = со$Ч+0 1. 
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Аналогично, используя нечетность синуса, независимость случайных 
переменных эт (Ё—&) и зт (17а, правило умножения для 
среднего и равенство | | 
Е п (1—8) ] ==0. 
которое нетрудно проверить, находим: 
Е [91 (Ё, — В) мп ((—1) /1а)] = 
= Е [51 (Ё, — ВЕ [а ((— 1) Но] = 0. 


По принципу индукции из сказанного вытекает, что равенство 
(1) верно для каждого номера ]>>1. 

2. Используя правило сложения для среднего и равенство (1), 
получаем равенство 


(2) Е(Р)- Е(Г-,) = 1+ 2с03 а | 


1 — с0$/-1 
| — с0$ & 
В самом деле, как нетрудно проверить, 
Е (И) ЕЕ: (17-1) =Ё (И Ре 1-:) = ыь 2 №2 с0$ (1, — ‘) — 
ь 


<] 


| 
о” > с0$/-'% = 1 + 2с0$ & 


Кроме того, если цепь состоит из (0-1)-го звена, то, по пред- 
ы. 
положению, 6 =|и 


(2) Е (1) = 1. 
3. Складывая равенства (2”) и (2) для |=1,..., п, получаем: 
2) _ ЕЕ 2 с03 < (1 — соз/—1 а) 
Е (№) =1+ > 


После некоторых преобразований находим: 


1 -+ с0$ 


Е рей 
Е (В) = 1.+ 1 — воза 605 


(1 — с0$ &)? ° 


Это равенство можно считать решением задачи о длине слу- 
чайной цепи. 

Замечание. Вычислить дисперсию случайной переменной Ё, 
по-видимому, трудно. 


$ 4. ЗАДАЧА О ПЛАНИРОВАНИИ ЭКСПЕРИМЕНТА 


Для оценки числа курящих жителей в городе предполагается 
провести выборочное анкетирование. Эксперимент планируется 
следующим образом: выбираются п из т районов города и в них 
анкетируются все жители. Обсуждаются схема выбора без возвра- 
щения и схема выбора с возвращением. В схеме выбора без воз- 
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вращения наугад выбирается один из районов города и туда по- 
сылается первый анкетер, затем наугад выбирается один из остав- 
шихся районов и туда посылается второй анкетер и т. д., пока не 
будет послан последний п-й анкетер. В схеме выбора с возвраще- 
нием каждый из п анкетеров независимо от других наугад выби- 
рает себе для анкетирования один из т районов города. При этом 
может случиться, что один и тот же район будет анкетироваться 
несколько раз, т. е. будут охвачены не п районов, а меньше. 
Посылка разных анкетеров в разные районы и охват тем са- 
мым точно й районов представляются более разумными. В' то же 
время план, при котором каждый из анкетеров выбирает себе 
район наугад, привлекает своей организационной простотой. По- 
этому имеет смысл рассмотреть оба плана подробнее и сравнить 
оценки среднего значения анкетируемых жителей и оценки слу- 
чайных отклонений от этого среднего для каждого из планов. 


1.4. Схемы выбора с возвращением и без возвращения 


Названия схем связаны с тем, что классические формулиров- 
ки соответствующих задач используют урновую модель. 


1.1.4. Последовательный выбор с возвращением 


В урне находятся т шаров с номерами [,..., т. Из нее вы- 
‚ нимается наугад выбранный шар и отмечается его номер. После 
этого шар возвращается в урну. И так п раз. Какова вероят- 
ность вынуть шар с номером & на |-й раз (т>=1, 1<1=—<т, 
1<—1—<п)? | 
Для математической формулировки этой задачи выберем 
в качестве множества исходов множество И={1,..., т}” всех 
слов И=иИ!... И, длины ий, составленных из номеров 1,..., т 
(1<—и1,.., И, <). Из общего правила умножения для числа 
элементов декартова произведения множеств следует, что число 
элементов в множестве Ц равно 17”. Это множество исходов опи- 
сывает последовательность и испытаний, состоящих каждое в вны- 
боре одного из т шаров. Событие У,= Чи/и; —й, составленное из 
‘всех слов и=и!...и,, у которых на ]-м месте находится номер 5, 
соответствует выбору шара с номером # на /-й раз. 

В рассматриваемой схеме выбора с возвращением испытания 
‘независимы и производятся в одинаковых условиях: состав шаров 
в урне не меняется. При выборе с возвращением может случиться, 
что один и тот же шар будет вынут несколько раз и, следователь- 
но, число шаров с различными номерами среди п вынутых будет 
строго меньше п. Независимость испытаний и одинаковость усло- 
вий, в которых они проводятся, вместе с предположением о выбо- 
ре наугад позволяют описать схему выбора с возвращением 
постоянной элементарной вероятностью р! со значениями 


(1) ри(и) = 1/т” (ие=0). 
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Задача сводится к вычислению вероятности Р! (У.,) события У 
Используя правило умножения, находим, что число элементов 
п(У.) в множестве У, равно т”-!. Поэтому 


(2) Р!(У.) = Ит (1<1=—т, 1<]=<п) 


Замечание. Как и следовало ожидать, эта вероятность не зави- 
сит от номера { шара и от номера ] испытания. 


2.1.4. Последовательный выбор без возвращения 


В урне находятся т шаров с номерами 1,..., т. Из нее вы- 

нимается наугад выбранный шар и отмечается его номер. 

После этого шар не возвращается в урну. И так п раз. Како- 

ва вероятность впервые вынуть шар с номером 1 на ]|-й роз 

(т>1[, 1<п=<т, 1<ж<т, 13] <п)? 

Формулировка отличается от формулировки задачи пункта 
1.1.4 добавлением частицы не перед словом возвращается и усло- 
ния можно использовать то же множество исходов И=={1,..., т}”", 
выбора без возвращения испытания зависимы и производятся 
в различных условиях: состав шаров в урне меняется от испыта- 
ния к испытанию. | 

Для математического описания схемы выбора без возвраще- 
ния можно использовать то же множество исходов Ц == {1,..., т}”, 
что и для схемы выбора с возвращением. Различие '’этих схем 
будет описываться различием элементарных вероятностей. .” 

Рассмотрим событие Из, составленное из всех слов и= 
—и1...И„, У которых номера и1, ..., и, попарно различны. Опре- 
делим элементарную вероятность р, описывающую выбор без 
возвращения равенствами: 


(17) рэ (и) =1/т... (т—п-Е1) (иеЕЦо), 
рэ (и) =0 ес 
Число элементов п(0о) в множестве Ш равно. ‚ (т— 1+1). 


Поэтому сумма всех значений р2(и) равна | и Е является элемен- 
тарной вероятностью для Ц. . | а ПИ 
Задача снова сводится к вычислению _ вероятности а. 
события У... | | | 
Из равенства (1’) вытекает, что 


Р» (У) = Р» (УПИ) = п (УПИ т .. ‚(тЫ—п-+И. 


Используя общее правило умножения, нетрудно. убедиться в ‘том, 
что 
п(У ПИ) = (т 1... (тв 1. | 
Следовательно, | 
(2’) Р. (Ув) Е Шт. 


Замечание. Таким образом, вероятности вынуть ‘пар с номе- 
ром Г на ]|-й раз в схемах выбора с возвращением и выбора без 
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возвращения равны. Эти схемы отличаются условными вероятно- 
стями вынуть шар с номером #& на |-й раз при условии, что он не 
был вынут раньше. В схеме выбора с возвращением эта условная 
вероятность снова равна 1/7, а в схеме выбора без возвраще- 


ния — 1/(1— 1-1). 


2.4. Математическая формулировка задачи 


Рассмотрим 1-е и 2-е вероятностные пространства (0, 5%, Р!) 
и (И, 5, Р.), определенные в пунктах 1.1.4 и 2.1.4. Опишем 1-й 
и 2-й планы, использующие выбор с возвращением и выбор без 
возвращения случайными переменными | и |›, определенными 
соответственно для 1-го и 2-го пространства. 

Предположим, что число жителей в {1-м районе известно и рав- 
но х:(1=1,..., т). Рассмотрим случайную переменную [1,(]= 
—|,... И) со значениями [,(и)=х; (иеУ,). Переменная |, 
описывает число жителей, анкетированных |-м анкетером при 
1-м плане. Сумма 

| и У | 


11 
описывает общее число анкетированных жителей при 1-м плане. 
Точно так же определяются случайные переменные о; и 
для 2-го плана. 
Задача сводится к вычислению средних Е(}!), Е(Ё) и дис- 
персий О(Ё), О (}>) случайных переменных [1 и [>. 
Замечание. Верны равенства 


п;(и) =РКи), Р(и) =Р (и) (ие). 
Больше того, 
РЦи: А (и) =х:} =Риш:р(и) =х}=Ит (1<=т, 13] п), 


т. е. случайные переменные |1; и [›; одинаково распределены. В то 
же время случайные переменные |1 и [> имеют различные распре- 
деления. Случайные переменные |1; и [›; определены для различных 
вероятностных пространств, причем переменные |; независимы, 
а переменные [5;, вообще говоря, зависимы. 


3.4. Решение задачи 


Рассмотрим сначала вероятностное пространство (И, 5%, Р!) 
и случайную переменную |1, затем вероятностное пространство 
(ЦИ, 5, Р2) и случайную переменную >. 
1.3.4. Среднее и дисперсия для 1-го плана 


Используя равенство (2), аа 
Ед = Х хр Уд = Х я=а (<<). 


1<3<т 
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Поэтому 


(3) Е() = Х Е) = па. 


$] <пй 


Дисперсия для |}; выражается равенствами: 


ВП) =Е (и — а) = фа = (1<3] п). 


] 
т 15зт 


Нетрудно убедиться в том, что случайные переменные [1;(1 << п) 
независимы. Следовательно, 


(1) Р (1!) = > р (р) = 15°. 


</<п 


_ 2.3.4. Среднее и дисперсия для 2-го плана 


Используя равенство (2”), получаем: 


] ь ь 
Е (2;) = > хРз (У) = -—- У Хх =а (1=]=<п). 


—ы 
1<&=<п 1<<т 


Поэтому 


(3°) _ В) = № Еф) = па. 


Вычисление дисперсии для [2 связано с более длинными вы- 
кладками. Дисперсия для [2; так же, как и для |; выражается 
равенством 


(Рё) =5? (1<]=< п). 


Вычислим средние произведений (;—а) ({:—а) при 1] <<. 
Рассмотрим произвольные различные номера 1, К между |1, т 
и множество {и: р; (и) =хь р (и) =х,}ПО.. Используя правило 
умножения, нетрудно проверить, что число элементов этого мно- 
жества равно (т—2)... (т—п-- 1). Следовательно, 


Р; (ь Е) =Рь({и: (и) ==хь (и) ==х,}) =Ит(т-—1) (152). 


Если {=, то соответствующая вероятность равна 0. 
Следовательно, 


Еф — 9 (и — 91 = Уна) (%-@Ры (в = 


=> ===, (х, — а) (х, —а) = =е=1| > -4)| — 


11<т 


> (ира) = —т5.. 


-1<<т и. 


405 


Наконец, используя определение дисперсии и полученные ра-. 
венства, находим: 


р) -Е(, па = Е] Хы а Е| > и 


1</<п 1</<п 


+2 % (ы— в) (ы— а) |= У БЫ + 


1<]1<1<п 15] <п 
‚ з- | 
+2 УХ Е а(и-ар те — 2-8 „. 
1<1<1<п 2 


Таким образом, | 
(4) р = пи ра. 


Сравнивая равенства (3) и (3), (4) и (4’), видим, что в сред- 
нем планы 1-й и 2-й равноценны: при каждом из них можно 
ожидать, что число анкетированных жителей равно па, где а — 
среднее число жителей в районе. Однако при плане | с хаотиче- 
ским выбором районов можно ожидать больших отклонений от 
числа па, чем при плане 2 с более упорядоченным выбором рай- 
онов. 

Замечание. Из полученных равенств вытекает, что если жа 
для некоторых номеров [и 6==0, то случайные переменные >; 
и |» зависимы и коэффициент корреляции для них выражается 
равенством 


К (Гор [21) = — (1-21. 


Равенство 62?=—0 означает, что в каждом районе города ровно а 
жителей. 


$5. ЗАДАЧА ОБ АНАЛИЗЕ КРОВИ 


Сравним следующие два метода анализа крови для группы 
п=^.[ человек. У каждого из этих людей результат анализа мо- 
жет быть либо отрицательным, либо положительным. 

При первом методе кровь каждого человека анализируется 
отдельно. Ясно, что для этого требуется ровно п анализов. 

При втором методе группу разбивают на / подгрупп по А 
человек. Часть взятой для анализа крови каждого из этих А че- 
ловек смешивается, полученная смесь анализируется. Если ре- 
зультат анализа смеси отрицателен, то этого одного анализа до- 
статочно: можно утверждать, что результаты для всех К человек 
отрицательны. Если же результат анализа смеси положителен, 
то проводится дополнительный анализ для каждого из этих 
людей. В ‘этом случае для группы из Е человек проводится 
1-Е ^ анализов. 

Требуется оценить среднее количество анализов при втором 
методе. 
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1.5. Математическая формулировка задачи 


Будем предполагать, что рассматриваемая группа из п людей 
описывается моделью Бернулли п испытаний с вероятностью ус- 
пеха а, считая успехом отрицательный результат анализа. Произ- 
ведем нумерацию людей в группе и подгруппах, а также нумера- 
цию самих подгрупп. Обозначим п(р 1) номер в группе 1-го че- 
ловека /{-й подгруппы. | 

Случайная переменная }.; со значениями 

Ру(и) = 1—5 р(и) (1515, 110 
описывает результат анализа 1-го человека ]|-й подгруппы: она 
равна 0 в случае отрицательного и | в случае положительного 
результата анализа для этого человека. 

Случайная иде 


[; = — ей (1=]=0 
ее 


описывает результат анализа смеси для ]|-й подгруппы:‘эта пере- 
менная равна 0, если результат анализа отрицателен, и не рав- 
на 0, если он положителен. 

Для каждого вещественного числа х положим: 


551 х=——1 (х<0), $210==0, зп х=1(х>>0). 
Случайная переменная 5; со значениями 
а: (и) =1-ЕЕ-звп р(и)Ру(и) (110 


описывает число анализов для ]-й подгруппы: она равна 1, если 
результат анализа смеси отрицателен, и равна 1-Е, если положи- 
телен. Наконец, случайная переменная 


в =. 21:6. 


1$ 


описывает общее число анализов для второго метода. Задача сво- 
дится к вычислению среднего Е(5) случайной переменной 5. 


2.5. Решение задачи 


Заметим, что 


Пр > в) = У» Е(в). 


1<]< 153 


Кроме того, 
Е(8;) =Е (1-Е. еп р) = ЕВЕ (еп) (1=/=—й. 


Таким образом, дело сводится к вычислению среднего Ев слу- 
чайных переменных А; со значениями 


й;(и) =зеп (и). (1<]=—<1) 
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Случайная переменная Й; принимает значения 0 и 1. Следо- 
вательно, 


Е (п) =Р{и: А, (и) =1} =1-—Р4и: В, (и) =0} (1510. 


Равенство Й,;(и) =0 эквивалентно равенству [,(и) =0, которое 
эквивалентно равенствам 


п (и) =... ==Р(и) =0 (111. 
Эти равенства, в свою очередь, эквивалентны равенствам 
$1, (И) =... 5в, д (И) =1 (1<]=<0. 
Так как 
В{и:5.а, (1) =... == 5, (И) = 1} ==а^ (1<]=0, 


то, следовательно, 
Е(В) = 1-а^ (11) 


Е (=) =П1-А (1—2) |. 


Используя равенство [=п/Е, получаем 
Е (5) —=и[1—@^-Н 1/8]. 


Замечание. Если при определении случайной переменной, опи- 
сывающей число анализов, не вдаваться в подробности, то реше- 
ние задачи выглядит очень просто. В самом деле, если анализы 
крови отдельных людей независимы, то для каждой подгруппы 
вероятность отрицательного результата анализа смеси равна а^, 
а положительного —1—а^. Число анализов соответственно равно 
| и 1-Е. Следовательно, среднее числа анализов для каждой 


группы равно 
14а (1-^) (1—а^) =1-РА(1—а^). 


Так как подгрупп /[, то среднее общего числа анализов равно 
ДЕ (1—а^) ] =" (1—а^- 1). 


Если вероятность а отрицательного результата анализа до- 
статочно велика (а^>1/^), то Е (5) <п и второй метод в среднем 
более экономичен. Например, если а=0,8 и Е==2, то 


Е (в) =п(1—0,14). 


В этом случае можно ожидать, что второй метод дает по сравне- 
нию с первым среднюю экономию около 14$. Для больших групп 
это может иметь существенное значение. 

Замечание. Во время второй мировой войны описанный метод 
применялся в армейских условиях и давал экономию в числе 


анализов до 80%. 
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$6. ЗАДАЧА О НАИБОЛЬШЕЙ ДИСПЕРСИИ 


Модель Бернулли описывает последовательность независимых 
и одинаково распределенных описаний с двумя случайными исхо- 
дами каждое. Естественно рассмотреть аналогичную модель, опи- 
сывающую произвольную последовательность п независимых ис- 
пытаний с двумя случайными исходами каждое. Для такой моде- 
ли так же, как и для модели Бернулли, определено общее число 
успехов. Возникает задача о том, для какой из этих моделей 
с данной средней вероятностью успеха общее число успехов имеет 
наибольшую дисперсию? 


1.6. Модель Бернулли п испытаний с вероятностями успеха а1,..., а» 


В качестве множества исходов для этой модели выберем то 
же самое множество, что и для обычной модели Бернулли: мно- 
жество (Ц всех слов И=и!...и, длины п, составленных из чисел 
О и 1. Для новой модели определены те же события и пере- 
менные, что и для обычной модели Бернулли. В частности, опре- 
делены события У; и Н, — успех при |-м испытании и неудача 
при 7-м испытании; а также связанные с ними переменные $5; 
и $—=5.5, — число успехов при ]|-м испытании и общее число 
успехов. 

Рассмотрим числа а1,..., а,, удовлетворяющие условию 
0<—а;—1(й>=1, |=1..., п). Определим элементарную вероят- 
ность р равенством 


р (и) = Па® (1 —а}) ^^ (ие). 


Используя принцип индукции, нетрудно убедиться в том, что р 
является элементарной вероятностью для Ц. В частном случае, 
когда а1=... =а,==а, эта элементарная вероятность равна 
элементарной вероятности для обычной модели Бернулли п испы- 
таний с вероятностью успеха а. 

Множество исходов И и элементарная вероятность р, выбран- 
ные указанным образом, определяют вероятностную модель 
(Ц, 55; р, Р). Условимся называть эту модель моделью Бернулли 


п испытаний с вероятностями успеха а1,..., а,. Обычная модель 
Бернулли п испытаний с вероятностью успеха а является частным 
случаем этой новой модели при а1=а2=... =@а,==4. 


Как нетрудно проверить, в новой модели 
Р4и:5; (и) =1} =Р(У,) =а» 
Р{и:$,(и) =0} =Р(Н;) =1— а; 
и, следовательно, 
Е ($;) =а,, 0 ($;} =а;(1—а,). 


Нетрудно убедиться также в том, что случайные переменные $ 
по-прежнему независимы. Поэтому 


Е ($) =» а, 0 ($) =» а, (1—а,). 
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Если а1=...==4,==а, то эти равенства эквивалентны соответст- 
вующим равенствам для обычной модели Бернулли п испытаний 
с вероятностью успеха а. 


2.6. Решение задачи о наибольшей дисперсии 


Рассмотрим модель Бернулли п испытаний с вероятностями 
успеха 41, ..., а». Назовем число а= (1/п)»а; средней вероят- 
ностью успеха для этой модели. В частности, если а1=...==а,==а, 
то средняя вероятность успеха совпадает с обычной. Как уже от- 
мечалось, 


Е ($ =па, О (5) = па— Ха. 


Рассмотрим произвольные номер п>—1|1 и число а. Задача 
состоит в том, чтобы среди всех моделей Бернулли п испытаний 
с вероятностями успеха а1,..., а», у которых средняя вероятность 


® 2 © 2 
равна а, найти модели с наибольшей дисперсией 2 (5) = па—Ха; 
общего числа успехов $. 

Заметим, что ‘ 


У (а, а) = У (а — 2аа, + 4?) = 


ь. 2 2 \М 12 2 
= Ха; —2а Ха, + па? = Ха; — па?. 


и! 
„бЕЕРЕИ 


Следовательно, 
Хау = па? + У (а, — а)? 


и сумма Ха; является наименьшей, а дисперсия Д ($) — наиболь- 
шей, если и только если а1==@а2==... ==а», ==4. 

Замечание. Таким образом, модель Бернулли и испытаний с ве- 
роятностями успеха а==... =@а,==а является единственной мо- 
делью среди всех моделей Бернулли п испытаний с вероятностя- 
ми успеха а1,..., а,, имеющих среднюю вероятность успеха, рав- 
ную а, для которой дисперсия 2(5) общего числа успехов $ наи- 
большая. Этот результат представляется довольно неожиданным 
и приводит к парадоксальным, на первый взгляд, выводам. 

Рассмотрим, например, систему из независимых элементов 
с двумя состояниями, характеризующуюся средней вероятностью 
одного из этих состояний. Оказывается, что если система состав- 
лена из однородных элементов, то можно ожидать наибольших 
случайных отклонений от среднего режима. Обычно в этом случае 
сжидают наименьших отклонений. 


$ 7. ЗАДАЧА О СЛУЧАЙНОМ БЛУЖДАНИИ 


Пусть имеются белая и черная урны с белыми и черными 
шарами. Доля белых шаров в белой урне ди==1—6, а доля чер- 
ных шаров в белой урне 90=6(0<6-<1). Аналогично, доля бе- 
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урне 91, =1—а (0<а<!1). Кроме того, пусть имеется еще одна 
лых шаров в черной урне до =а, а доля черных шаров в черной 
урна — красная, тоже с белыми и черными шарами. Доля белых 
шаров в. красной урне ри=с, а доля черных шаров в красной 
урне ро=1—с (0<6<1). 

Рассмотрим следующую последовательность 1-й испытаний 
(1—1); начальное 0-е испытание состоит в выборе наугад шара 
из красной урны; К-е испытание состоит в выборе наугад шара из 
урны цвета (®—1)-го вынутого шара, регистрации цвета этого 
К-го шара и возвращении его в ту же урну (Е=1,..., И). В част- 
ности, если 0-й шар, вынутый из красной урны, оказался белым, 
то 1-Й шар вынимается наугад из белой урны и после регистрации 
цвета возвращается в нее; если 0-й шар оказался черным, то 1-й 
шар вынимается наугад из черной урны и после регистрации цве- 
та возвращается в нее. 

Возникает задача: какова вероятность того, что Ё-й вынутый 
шар будет белым? 


1.7. Математическая формулировка задачи 


Ясно, что в модели, описывающей рассматриваемую последо- 
вательность испытаний, вероятность вынуть белый шар при на- 
чальном 0-м испытании должна быть равна ро, а черный — рио. 
Точно так же ясно, что условная вероятность вынуть белый шар 
при А-м испытании, если при (Е—1)-м вынут белый шар, должна 
быть равна до, а черный — 910. Аналогично, условная вероятность 
того, что К-й шар белый, если (^К—1)-й — черный, должна равнять- 
ся 901, а того, что черный — 911 (Е=1, ..., п). Характерной осо- 
бенностью рассматриваемой последовательности является цепная 
зависимость испытаний: вероятности исходов А-го испытания опре- 
деляются исходом (Е—1)-го. 

Определим вероятностную модель, описывающую рассматри- 
ваемую последовательность испытаний, следующим образом. В ка- 
честве множества исходов возьмем множество И всех слов и= 
— 101... И, длины 1-й, составленных из номеров 0 и 1. Элемен- 
тарную вероятность р определим равенством: 


(1) р (и) т: Уи .-. Оно бго (п> 1, 0— и, 1, г: п = 1). 


Будем предполагать, что 
(1’) Рос, Р1о>>0, рю-ЁРрю==1; 9оо, 9020, 9-Е 910==1; 901, 9и>>0, 
| Чо1-Н9и=1. 
Если п=1, то И=ц00, 01, 10, 11} и. 
р(00) = 9оорос, (01) = 91орос, Р(10) = 91, Р(11) =Чирю. 


Для того, чтобы проверить, что равенство (1) действительно оп- 
ределяет элементарную вероятность, достаточно заметить, что из 
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условий (1’) вытекают условия р(и)>0, Ур(и) =1. Последнее 
равенство легко доказать, используя принцип индукции. 

Убедимся в том, что определенная такими множеством исхо- 
дов ПЦ и элементарной вероятностью р вероятностная модель об- 
ладает нужными для описания рассматриваемой последовательно- 
сти свойствами. Условимся белый цвет обозначать номером 0, 
а черный — номером 1. В частности, событие белый шар при Е-м 
испытании будем обозначать равенством &=0, а событие черный 
шар при Е-м испытании — равенством &==1. При таком соглаше- 
нии символ Р(й=0), например, обозначает вероятность того, что 
при 0-м испытании вынут белый шар, а символ Р(и=1) — чер- 
ный. В рассматриваемой модели испытания и все связанные сни- 
ми понятия определяются так же, как и для модели Бернулли. 

Рассмотрим сначала частный случай. При п=1| имеем: 


Р(и=0) =Р({00, 01} ) =р (00) --р (01) = 9оорю-Е9 рю = 
— (900--910) Ро = Рос, 


Р(%=1) =Р({10, 11}) =р(10) р (11) — до1Рю--д9ирю= 
== (901-911) Ро == Рио. 


Таким образом, вероятность вынуть шар 1-го цвета при начальном 
0-м испытании действительно равна ри (1==0, 1). Кроме того, учи- 
тывая условие ро, Роо>>0, получаем: 


Рало (и =) О СО в о, 
Ро = РС бы 
Ра (й = 0) ох и —— рт тг в — 901» 
Ра = = И РОО 9 


Таким образом, условная вероятность вынуть шар 1-го цвета при 
к-м испытании, если при (Р—1)-м вынут шар ]-го цвета, действи- 
тельно равна 4: (0 1<1, 1<А=< п). 

В общем случае, аналогичные выкладки с учетом условий 
ру, 9и>0 приводят к тем же результатам: 


Ри =) = -.-ЧвиРю = Рю Х9Е и, _| +. 9, Рю, 
И а мы, 
91 > “ Ри Г” нео `* ЧаноР 150 
= ат ее = 9}. 
и р о ЧАР 
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Суммирование ведется по всем индексам 0=<%, й,..., &<1, кро- 
ме и—=1 для первой строки, &-1==], &=иИ й&-1==] — соответственно 
для числителя и знаменателя третьей. Равенство 


Хон Яы = (=0,1 #=Ь...,п), 


которое используется в обеих строках, легко доказывается по 
ИНДУукции. 

Мы доказали, что в рассматриваемой вероятностной модели 
вероятность ]|-го исхода при начальном 0-м испытании равна рю. 
Кроме того, было доказано, что условная вероятность 1-го исхода 
Е-го испытания при |-м исходе (к—1)-го испытания равна 
9: (0—5 |<[ 1<Е=< ип) (подчеркнем, что эти вероятности не 
зависят от номера испытания). Таким образом, рассматриваемая 
вероятностная модель обладает нужными для описания рассмат- 
риваемой последовательности испытаний свойствами. 

Говорят, что эта модель описывает марковскую цепь длины и. 
Номера 0 и 1 называют ее состояниями. Числа р» — начальными, 
а 9: — переходными вероятностями цепи. Вместо испытаний гово- 
рят о моментах времени. 

Задача состоит в вычислении вероятностей 


р=Р (&==0), рь=Р(=1) 


состояний цепи в К-й момент (Е=1,..., п). | 


2.7. Матричная запись 


Рассмотрим матрицы 


= (№)  [ С } о- (4%) - ("° (9 } 
Р1о А Чло91т, 6 1—а 
Матрица ро называется вектором начальных вероятностей, а мат- 


рица @ — матрицей переходных вероятностей. Рассмотрим также 
вектор вероятностей в А-й момент: 


м 


ри (—® (Ве. созай 
РЕ, 


Определим умножение матриц правилом строка на столбец. На- 
пример: 


Орь—1 = ря ря — ре са Ане (=1,..., п) 
| 010711/ \ ВЕ Флоро,в-1 -- 91101,#-1 | 


0 = 00 = ия ня) ыы ре -- 9019107009701 ни 
910711/ \ 910911 910700 Г 9119107107901 -^ 911911 
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Используя условия ди, ди>>0, ро, ,--—1==Р (&-1=0) >>0, р, ,-1== 
—Р (1,-, =1)>>0 и формулу полной вероятности, получаем: 


горо, в-1 -- дир, в-1 == В 1 =0 (1. — Г) Р (1 а 0) > 2 
те В 1, _1=1 (1ь = й р (1 т 1) — рае. 


Понимая под равенством матриц равенство их соответствующих 
элементов и сравнивая полученные результаты, видим, что 


рь=Орь (=1,...., п). 
Используя это равенство последовательно, убеждаемся в том, что 
(2) рь== О*ро (Ё=1,... п). 


Это равенство связывает вероятности состояний в А-й момент 
с начальными и переходными вероятностями, и его можно считать 
решением поставленной задачи. В рассматриваемом простом слу- 
чае удается пойти дальше. | 


3.'. Решение задачи 
Как нетрудно проверить, 
1—6 а | а а 1—а— 6 ь —а 
ых — — -- ЕВ НЕВА, и 
ы Й ий (1 н ва в н 


(Умножение матрицы на число означает умножение каждого ее 
элемента на это число.) 


Например: 
| 1 —-а—5, _ а+(1—а—5)ь _ (4-51-65) __ — 
ИЕ ОИ ВТ РЯ 
1 а—5 _ в—(1-—а-ьь _ (а-+5)ь 
т а-ь |= а-+ь И" о 


Заметим, что 
а В Ь к в ‘ава —аа- = — м ый 
ББ, \— 6 а а —ар- аб 00 
Кроме того, 
бы РР И ня) = (@+5 р] 
ЬЬ ББ \ЬЬ ар - 6? аб- 5? В а 
Используя эти равенства и последовательно  вычисляя 
(?,..., О*, получаем: 


| И: ны паи | ь —а — 
3) 9 м тва а бы) 
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Заметим, что 
[5 с о) (6) 
Ве) м Ь(-о Ь/ 
чи | ( бе —а(1— с) ы) 
| = — а-+ф6 ь — Ц . 
Е а, Бе ет" й | ны 
Отсюда и из равечств (2) и (3) следует равенство 


(4) = Е ( аа 929 ( —1} 


_ Это равенство эквивалентно равенствам 
д 
ры + 1 —а-—5* (945), 


= 


(4) 


рить а-ь]` 


Равенства (4”) и являются решением задачи: первое из них 
выражает вероятность состояния 0, а второе — состояния 1 в Е-йЙ 
момент (&=1,..., п). 

Так как 0<а, 6< 1, то [1—2—6| <1. Поэтому при достаточно 
больших номерах А члены с (1—а—6)^ произвольно малы и ими 
можно пренебрегать. Таким образом, 


а Е ео; И 


а 
о ОЬ аа 9ь : о -Ь аа 9 у 


Полученные результаты показывают, что с течением времени 
влияние начального состояния ослабевает и вероятности состояний 
начинают определяться главным образом переходными вероятно- 
стями цепи. Для урновой модели это означает, что вероятность 
вынуть белый шар при испытании с достаточно большим номером 
практически определяется составом шаров в белой и черной урнах 
и мало зависит от состава шаров в красной урне. 


4.7. Модель Бернулли 


Если а-|- 6 =1, то из равенств (4”) следует, что. 
Рой, ра В 
В этом случае матрица переходных вероятностей 


а а 
-- ый тих 


имеет одинаковые столбцы. Для урновой модели это означает, что 
состав шаров в белой и черной урнах одинаков и можно обойтись 
одной из НИХ. 
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Обозначим $(и) число номеров 1 в слове и=й, ..., &,. 
В рассматриваемом случае верны равенства: 


Р{01,..., 2, Ш... ы} == са* 9 (1—а) "9 (1—с) а (1—а)"—* =. 
— @*(9) (1—а) п (и), 
Следовательно, дело сводится к модели Бернулли п испытаний 
с вероятностью успеха а. 
Из равенств (4”) следует также, что при п>Ти 0<а<! 
такая модель Бернулли определяет единственную марковскую 


цепь рассматриваемого вида, для которой ‘испытания независимы. 
В самом деле, если К-еи (К—1)-е испытания независимы, то 


а=а=Р о в=0=Р(и=0= 


а-ь 


Эти равенства возможны, только если правая часть не зависит 
от ^, т. е. только если второе слагаемое в ней равно 0 (равенство 
1—-а—6==1| эквивалентно равенствам а=6==0 и поэтому исклю- 
чено). В' этом случае а=а/(а--5) и, следовательно, а =1. 

Таким образом, схема Бернулли п испытаний с вероятностью 
успеха а при п>!и 0<а=< 1! эквивалентна марковской цепи 
длины п с двумя состояниями, произвольными начальными веро- 
ятностями и матрицей переходных вероятностей, определяемой 
равенством (*). 


ры = фь+ 1 —а— 5)" [с — - | (%=1,2, ..., п). 


5.7. Случайное блуждание 


Наглядной иллюстрацией марковской цепи с двумя состояни- 
ями является следующая физическая схема. В начальный момент 
0 частица с вероятностью р1и,==с находится в точке 1, а с вероят- 
НОСТЬЮ р20==1—с — в точке 2 (0<с<|). Если в момент Е—1 ча- 
стица находится в точке |, то в момент К она с вероятностью 
411=1р—6 остается в точке |, а с вероятностью 421==6 перескаки- 
вает в точку 2 (0<5<1). Аналогично, если в момент Е—1 части- 
ца находится в точке 2, то в момент Е она с вероятностью д12==а 
перескакивает в точку |1, а с вероятностью д922=1|—а остается 
в точке |1 (0<а< 1). Этот процесс продолжается до момента п 
(1—1, =1,..., п). 

Какова вероятность того, что в момент Е частица находится 
в точке 12. 

Описанную схему случайного блуждания частицы по двум 
точкам можно представить следующей диаграммой (рис. 39). 


С 
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На этой диаграмме пути, составленные из стрелок, изображают 
возможные пути частицы во времени и пространстве. Перемножая 
вероятности, которыми взвешены соответствующие стрелки, полу- 
чаем элементарную вероятность каждого данного пути. 

Ответ на поставленный вопрос дается первым из равенств (4°): 


= ав НЕЙ Е=1..., п). 


Например, если а=ф==с==1/4, то 


| 1 
Рик — > ЕЕ Е ап 


6.7. Обучение 


Простейшую модель обучения крысы определенной реакции 
на раздражение можно описать марковской цепью с двумя состо- 
яниями. На начальное 0-е раздражение крыса с вероятностью 
рю==с реагирует правильно, а с вероятностью р2о.==1—с — непра- 
вильно (0<с<1). Если на (ЕР —1)-е раздражение крыса реаги- 
рует правильно, то после обучения на Р-е раздражение она с ве- 
роятностью 4д!=1—6 реагирует правильно, а с вероятностью 
421==6 — неправильно (0<6<1). Аналогично, если на (^—1)-е 
раздражение крыса реагирует неправильно, то после обучения на 
Е-е раздражение она с вероятностью 412==а реагирует правильно, 
а с вероятностью д22=1—а — неправильно (0<а<]). Произво- 
дится п опытов (п>1, Е=1,..., п). 

Какова вероятность того, что Е-я реакция крысы будет пра- 
вильной? 

Ответ дается тем же равенством, что и в примере с частицей. 
В частности, если а =1 и с=а/(а- 6), то при каждом раздра- 
жении вероятность правильной реакции одна и та же и равна а, 
т. е. описываемый такой схемой процесс обучения не дает никако- 
го эффекта. 

Если с<а/(а- 5), то обучение дает определенный эффект. 
Продолжая его достаточно долго, можно произвольно прибли- 
зиться к предельной вероятности правильной реакции а/(а- 5). 
Наконец, если с>>а/(а--5), то обучение дает отрицательный эф- 
фект: вероятность правильной реакции уменьшается. 


ЛИТЕРАТУРА 


К разделу 1 


1. Н. Я. Виленкин. Рассказы о множествах. М., «Наука», 1969, 159 с. 
В книге в популярной форме описываются основные понятия теории 
множеств. 
2. Н. Я. Виленкин. Комбинаторика. М., «Наука», 1969, 328 с. 
В книге в занимательной форме рассказывается- о. комбинаторных методах 
и задачах. | 
3. Дж. Т. Калбертсон. Математика и логика цифровых устройств. М., «Просве- 
щение», 1965, 267 с. | | 
В книге, в частности, описываются и используются некоторые комбинатор- 
ные методы. Книга рассчитана на школьников старших классов. 
4. Дж. Кемени, Дж. Снелл, Дж. Томпсон. Введение в конечную математику. 
М., ИЛ, 1964, 486 с. ке о < 
Первые главы книги посвящены элементам логики, теории множеств 
и комбинаторики. Книга рассчитана на студентов младших курсов. 
5. Дж. Риордан. Введение в комбинаторный анализ. М., ИЛ, 1963, 287 с. 
В книге дается систематическое описание комбинаторных методов и ре- 
шается большое количество задач. Книга написана для научных работ- 
ников и инженеров. 


К разделу И 


_1. Э. Борель. Вероятность и достоверность. М., Физматгиз, 1961, 119 с. 
В книге подробно обсуждается содержание понятия вероятности. 
2. Б. В. Гнеденко, А. Я. Хинчин. Элементарное введение в теорию вероятностей. 
М., «Наука», 1964, 144 с. ма 
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3. Ф. Мостеллер, Р. Рурке, Дж. Томас. Вероятность. М., «Мир», 1969. 431 с. 
Книга представляет собой элементарное введение в теорию вероятностей 
и статистику. В ней много интересных задач и примеров. 
4. Дж. Кемени, Дж. Синелл, Дж. Томпсон. Введение в конечную математику. М., 


ИЛ, 1964, 486 с. . 
В последних главах книги излагаются элементы теории вероятностей и не- 


которые ее приложения. 
5. Дж. Т. Калбертсон. Математика и логика пифровых. устройств. М., «Про- 


свещение», 1965, 267 с. 
Одна из глав этой книги посвящена элементарной теории вероятностей. 


6. А. Кофман, Р. Фор. Займемся исследованием операций. М., «Мир», 1966, 279 с. 
При решении некоторых из рассматривающихся в книге задач использу- 


ются вероятностные методы. 
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7. А. М. Яглом, И. М. Яглом. Вероятность и информация. М., «Наука», 
1973, с. 511. 
Книга представляет собой элементарное введение в теорию информации. 
8. А. М. Яглом, И. М. Яглом. Неэлементарные задачи в элементарном изложе- 
нии. М., Гостехиздат, 1954, 237 с. 
В книге собраны, в частности, сто задач по комбинаторике и теории ве- 
роятностей с пояснениями и подробными решениями. 
9. Ф. Мостеллер. Пятьдесят занимательных вероятностных задач с решениями. 
М., «Наука», 103 с. 
Большинство этих задач не сложно, но есть и трудные. 
10. В. Феллер. Введение в теорию вероятностей и ее приложения. Т. 1, 2. М.., 
«Мир», 1967, 498, 752 с. 
Книга является прекрасным учебным руководством по теории вероятностей. 
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